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Ch¬ng 1 
 

to¸n häc 
 
 

1.1. To¸n s¬ cÊp 
1.1.1. §¹i sè vµ lîng gi¸c 

1.1.1.1. C¸c c«ng thøc kÕt hîp - NhÞ thøc Niu t¬n 

1. Ho¸n vÞ (kh«ng lÆp) cña n phÇn tö ph©n biÖt (n ∈ N) 

(KÝ hiÖu: n ∈ N  ⇔ n lµ mét sè nguyªn, d¬ng hoÆc b»ng 0). 

a)  §Þnh nghÜa 

Mçi c¸ch xÕp (kh«ng lÆp) n phÇn tö ph©n biÖt thµnh d∙y cã thø tù cho ta mét ho¸n 
vÞ cña n phÇn tö ®ã. VÝ dô: (5, 3,1, 2, 4) lµ mét ho¸n vÞ cña 5 sè tù nhiªn ®Çu tiªn.  

 

b)  Sè ho¸n vÞ cña n phÇn tö ph©n biÖt  

  Pn = n(n −1)(n −2)...1 = n!  (1.1.1) 
( n! ®äc lµ giai thõa n hoÆc n giai thõa. Sè nµy b»ng tÝch cña n sè tù nhiªn ®Çu tiªn).  

VÝ dô: Sè ho¸n vÞ cña 5 sè tù nhiªn ®Çu tiªn lµ: 

  P5 = 5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120. 
Nh vËy, sÏ cã 120 c¸ch xÕp 5 phÇn tö thµnh d∙y cã thø tù. 
 

c)  Quy íc tÝnh   

  0! = 1. 
 

2. ChØnh hîp (kh«ng lÆp) chËp k cña n phÇn tö ph©n biÖt  
    (0 ≤ k ≤  n;  n, k ∈ N)  
a)  §Þnh nghÜa  

Mçi c¸ch xÕp (kh«ng lÆp) k trong n  phÇn tö ph©n biÖt thµnh d∙y cã thø tù cho ta 
mét chØnh hîp chËp k cña n phÇn tö ®ã. VÝ dô: (5, 3, 1) lµ mét chØnh hîp chËp 3 cña 5 
sè tù nhiªn ®Çu tiªn.  

 

b)  Sè chØnh hîp chËp k cña n phÇn tö ph©n biÖt 

  
( ) ( )( ) ( )k

n
n!

A n n 1 n 2 ... n k 1
n k !

= = − − − +
−

 (1.1.2)  

VÝ dô: Sè chØnh hîp chËp 3 cña 5 sè tù nhiªn ®Çu tiªn lµ  5 × 4 × 3 = 60. Nh vËy, tõ 
5 sè tù nhiªn ®Çu tiªn, cã thÓ lËp ®îc 60 sè ph©n biÖt gåm 3 ch÷ sè kh¸c nhau ®«i mét.  
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10         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

c)  Sè chØnh hîp chËp n cña n phÇn tö ph©n biÖt chÝnh lµ sè ho¸n vÞ cña n phÇn tö ®ã:  

  n
n nA P= . 

 

3. Tæ hîp (kh«ng lÆp) chËp k cña n phÇn tö ph©n biÖt  
    (0 ≤ k ≤  n;  n, k ∈ N) 
a)  §Þnh nghÜa 

Mçi tËp con (kh«ng lÆp) gåm k trong n phÇn tö ph©n biÖt cho ta mét tæ hîp chËp k 
cña n phÇn tö ®ã. VÝ dô: TËp ba sè 5, 3, 1 kh«ng kÓ thø tù lµ mét tæ hîp chËp 3 cña 5 sè 
tù nhiªn ®Çu tiªn.  

 

b)  Sè tæ hîp chËp k cña n phÇn tö ph©n biÖt 

  
( )

k
k n
n

An!
C

k! n k ! k!
= =

−
 (1.1.3) 

VÝ dô: Sè tæ hîp chËp 3 cña 5 sè tù nhiªn ®Çu tiªn lµ 
60

10
3!

= . Nh vËy tõ 5 sè tù 

nhiªn ®Çu tiªn, cã thÓ lËp ®îc 10 tËp con, ®Ó mçi tËp gåm 3 ch÷ sè kh¸c nhau ®«i mét.  
 

c)  Sè chØnh hîp chËp k cña n phÇn tö ph©n biÖt gÊp (k!) lÇn sè tæ hîp chËp k cña n phÇn 
tö ®ã. 

 

4. ChØnh hîp (cho phÐp lÆp) chËp k cña n phÇn tö ph©n biÖt (n, k ∈ N) 
a)  §Þnh nghÜa 

Mçi c¸ch xÕp (cho phÐp lÆp) k phÇn tö, rót tõ n phÇn tö ph©n biÖt, thµnh d∙y cã 
thø tù cho ta mét chØnh hîp lÆp chËp k cña n phÇn tö ®ã. VÝ dô: (5, 3, 3) lµ mét chØnh 
hîp lÆp chËp 3 cña 5 sè tù nhiªn ®Çu tiªn. Mét d∙y 16 sè 0, sè 1 lµ mét chØnh hîp lÆp 
chËp 16 cña hai sè nµy. 

 

b)  Sè chØnh hîp lÆp chËp k cña n phÇn tö ph©n biÖt 

  k k
nL n=   (1.1.4) 

VÝ dô: Sè chØnh hîp lÆp chËp 5 cña 3 sè tù nhiªn ®Çu tiªn lµ 35 = 243. Nh vËy,  
tõ 3 ch÷ sè 1, 2, 3 cã thÓ lËp ®îc 243 d∙y sè, ®Ó mçi d∙y gåm 5 sè cã kÓ thø tù (n¨m 
sè nµy cã thÓ gièng nhau hoÆc kh¸c nhau ®«i mét).  

 

5. Tæ hîp vµ ho¸n vÞ (cho phÐp lÆp) cña tËp  n phÇn tö  
a) NÕu thùc hiÖn phÐp chän n phÇn tö trong k nhãm (c¸c phÇn tö trong mçi nhãm gièng 

nhau vµ sè phÇn tö trong mçi nhãm lín h¬n hay b»ng n) ta cã sè phÐp chän lµ: 
k 1
n k 1C −

+ − . §©y lµ sè tæ hîp (cho phÐp lÆp) cña n phÇn tö chän tõ k nhãm.  
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VÝ dô: Sè c¸ch chän 6 cuèn s¸ch thuéc ba lo¹i To¸n, V¨n, Tin häc trong mét ®èng 

s¸ch chøa c¶ ba lo¹i (sè s¸ch mçi lo¹i lín h¬n hoÆc b»ng 6) lµ: 2
8C 28= . 

 

b) Sè c¸ch chia tËp hîp n phÇn tö ph©n biÖt thµnh k nhãm, trong ®ã nhãm thø i cã mi 
phÇn tö kh¸c nhau ®«i mét vµ (m1 + m2 + ... + mk) = n ®îc tÝnh theo c«ng thøc: 

  1 2 km ;m ;...;m
n

1 2 k

n!
C

m !m ! ...m !
=   (1.1.5) 

§©y lµ sè ho¸n vÞ (cho phÐp lÆp) cña n c¸i nh∙n hiÖu cña k nhãm. 

VÝ dô: Sè c¸ch xÕp 10 hµnh kh¸ch vµo 3 toa tÇu sao cho toa I cã 3, toa II cã 2, toa 
III cã 5 lµ: 

  3;2;5
10

10!
C 2520

3! 2! 5!
= =  c¸ch.  

§©y lµ sè ho¸n vÞ lÆp cña 10 sè (nh∙n) I,II,III. 
 

c) Tõ c«ng thøc (1.1.5) cã thÓ trë l¹i c«ng thøc (1.1.3) vµ ta cã thÓ hiÓu:  

  
( )

k
k n
n

An!
C

k! n k ! k!
= =

−
 

lµ sè c¸ch chia tËp n phÇn tö ph©n biÖt thµnh 2 nhãm; mét nhãm cã k phÇn tö, nhãm kia 
cã (n – k) phÇn tö. 

 

6. C«ng thøc khai triÓn nhÞ thøc Niu-t¬n 
a) C«ng thøc 

  ( )
n

n k n k k
n

k 0

a b C a b−

=
+ = ∑  (1.1.6) 

(Gi¶i thÝch (1.1.6): Trong c«ng thøc khai triÓn  (a + b)n = (a + b) (a + b) ... (a + b), sè 

h¹ng n k ka b−  xuÊt hiÖn k
nC  lÇn). 

b)  C¸c tÝnh chÊt cña khai triÓn nhÞ thøc Niu-t¬n 

+  VÕ ph¶i cña (1.1.6) gåm (n + 1) sè h¹ng xÕp theo thø tù (mò cña a gi¶m dÇn tõ n 
®Õn 0, trong khi mò cña b t¨ng dÇn tõ 0 ®Õn n hoÆc ngîc l¹i). Trong mçi sè 
h¹ng, tæng c¸c sè mò cña a vµ b lu«n b»ng n. 

+  C¸c hÖ sè cã tÝnh ®èi xøng, tøc lµ: k n k
n nC C −= . 

+  HÖ sè cña sè h¹ng sau cã thÓ suy tõ hÖ sè cña sè h¹ng tríc theo c«ng thøc: 

  
( ) ( ) ( )

( )

k
nk 1

n
C n k HÖ sè tríc  sè mò cña a

C
k 1 Sè mò cña b 1

+ − ×
= =

+ +
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+  C¸c hÖ sè khai triÓn theo thø tù lËp nªn tam gi¸c Pascale: 

  

0
0

0 1
1 1

0 1 2
2 2 2

C

C    C

C    C    C

........................

     

tháa m∙n tÝnh chÊt:  k k 1 k 1
n n n 1C C C (0 k n;  k, n N)+ +

++ = ≤ ≤ ∈  

TÝnh ra sè cô thÓ, tam gi¸c Pascale cã d¹ng: 
 

n     C¸c hÖ sè khai triÓn 

0 1                       

1 1 1                     

2 1 2 1                   

3 1 3 3 1                 

4 1 4 6 4 1               

5 1 5 10 10 5 1             

6 1 6 15 20 15 6 1           

7 1 7 21 35 35 21 7 1         

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1       

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1     

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1   

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 
 

1.1.1.2. Sè phøc 

1. §Þnh nghÜa 
Sè phøc lµ mét sè cã d¹ng:  

  Z = a + i b 

trong ®ã: 

a, b lµ hai sè thùc; 

i lµ ®¬n vÞ ¶o víi i2  = −1  

(a ®îc gäi lµ phÇn thùc, kÝ hiÖu ReZ, cßn i b ®îc gäi lµ phÇn ¶o cña Z, kÝ hiÖu ImZ; 
khi a = 0, Z lµ sè thuÇn ¶o cßn khi b = 0, Z lµ sè thùc). 
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Ngêi ta biÓu diÔn sè phøc Z = a + ib b»ng ®iÓm M(a; b) trong hÖ to¹ ®é vu«ng 
gãc xOy. Khi ®ã: 

  r = OM = 2 2a b+  

®îc gäi lµ m«®un, kÝ hiÖu Zvµ ϕ = xOM  (víi  
b

tg
a

ϕ = ; chän ϕ sao cho: 

2 2

b
sin

a b
ϕ =

+
 vµ 

2

π
ϕ = ±  khi a = 0) lµ acguymen chÝnh cña sè phøc Z, kÝ hiÖu lµ 

argZ.  

Sè phøc cã thÓ viÕt díi d¹ng ®¹i sè:  

  Z = a + ib  
hoÆc d¹ng lîng gi¸c:  

  Z = r(cosϕ +i sinϕ). 
Hai sè phøc cã cïng phÇn thùc vµ cã phÇn ¶o ®èi nhau ®îc gäi lµ hai sè phøc 

liªn hîp ( Z = a + ib vµ Z  = a − ib). 

2. C¸c phÐp tÝnh trªn tËp sè phøc 
+  PhÐp céng (hoÆc phÐp trõ) cho ta tæng (hoÆc hiÖu) hai sè phøc: 

  (a1 + ib1) ± (a2 + ib2) = (a1 ±  a2) + i(b1 ± b2)  
+  PhÐp nh©n cho ta tÝch hai sè phøc: 

  (a1 + ib1) (a2 + ib2) = (a1a2 – b1b2) + i(a1b2 + a2b1)  

+  PhÐp chia cho ta th¬ng hai sè phøc (víi ®iÒu kiÖn Z2 ≠ 0, tøc lµ: 2 2
2 2a b 0+ ≠ ). 

  
( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 21 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

a ib a ibZ a ib a a b b b a b a
i

Z a ib a ib a ib a b a b

+ −+ + −
= = = +

+ + − + +
 

+  Tæng hai sè phøc liªn hîp b»ng:    

  Z + Z  = 2a = 2ReZ.  
+  TÝch hai sè phøc liªn hîp b»ng:     

  Z × Z  = a2 + b2 = 
2

Z . 

+  PhÐp nh©n vµ phÐp chia hai sè phøc viÕt díi d¹ng lîng gi¸c sÏ rÊt tiÖn lîi: 

Ch¼ng h¹n víi hai sè phøc:  

  Z1 = r1(cosϕ1 + i sin ϕ1)  

vµ    Z2 = r2(cosϕ2 + i sin ϕ2),  
ta cã thÓ tÝnh m« ®un vµ aguymen cña tÝch hoÆc th¬ng hai sè theo c¸c c«ng thøc: 

  Z1 × Z2 = Z1 × Z2 = r1 r2;   

  arg(Z1 × Z2) = argZ1 + argZ2 = ϕ 1 + ϕ 2; 
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  11

2 2

ZZ

Z Z
=    (Z2 ≠ 0); 

  1

2

Z
arg

Z
=  argZ1 − argZ2 = ϕ 1 − ϕ 2. 

+  PhÐp lòy thõa vµ khai c¨n ®èi víi sè phøc còng cã thÓ thùc hiÖn b»ng d¹ng  
lîng gi¸c: 

víi   Z = r(cosϕ +i sin ϕ ) 
vµ n lµ sè nguyªn d¬ng, ta cã:  

  Zn = rn(cosnϕ + i sinnϕ)  

vµ  ( )n n 2k 2k
Z r cos i sin k 0, 1, ..., n 1

n n

ϕ + π ϕ + π = + = − 
 

 

+  Lòy thõa bËc n  cña mét sè phøc Z cßn cã thÓ tÝnh ®îc theo khai triÓn Niu-t¬n:  

  ( )
n

nn k n k k
n

k 0

Z a ib C a (ib)−

=
= + = ∑  

vµ n gi¸ trÞ c¨n bËc n còng cã thÓ tÝnh ®îc b»ng c¸ch gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh ®¹i sè, 

ch¼ng h¹n ®Ó khai c¨n bËc hai cña Z = a + ib, ngêi ta ®Æt Z x iy,= +  råi gi¶i hÖ: 

  
2 2x y a,

      2xy b

 − =


=
 

®Ó t×m x, y. 
 

1.1.1.3. CÊp sè 

1. CÊp sè céng (CSC)  
CSC lµ mét d∙y sè h÷u h¹n hoÆc v« h¹n, trong ®ã mçi sè h¹ng, kÓ tõ sè h¹ng thø 

hai trë ®i, lu«n b»ng sè h¹ng ®øng tríc nã céng víi mét sè kh«ng ®æi, gäi lµ c«ng sai 

  un = un–1 + d (1.1.7)  
víi: 

n lµ sè nguyªn, n ≥ 2; 

d lµ c«ng sai, d = h»ng sè; 

khi d > 0, CSC lµ t¨ng (hay tiÕn), 

khi d < 0, CSC lµ gi¶m (hay lïi); 

KÝ hiÖu CSC lµ ÷. 
 

+  Muèn x¸c ®Þnh mét CSC, cÇn biÕt u1, d vµ n (h÷u h¹n hoÆc v« h¹n). 

+  Sè h¹ng thø n:   

  un = u1 + (n − 1)d (1.1.8) 
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+  Tæng n sè h¹ng ®Çu tiªn cña CSC lµ: 

  
( ) ( )1 n

n 1

u u n n
S 2u n 1 d

2 2

+
 = = + −   (1.1.9) 

2. CÊp sè nh©n (CSN)  
CSN lµ mét d∙y sè h÷u h¹n hoÆc v« h¹n, trong ®ã mçi sè h¹ng, kÓ tõ sè h¹ng thø 

hai trë ®i, lu«n b»ng sè h¹ng ®øng tríc nã nh©n víi mét sè kh«ng ®æi, gäi lµ c«ng béi 

  un = un-1 × q   (1.1.10) 
víi: 

n lµ sè nguyªn d¬ng, n ≥ 2; 

q lµ c«ng béi, q = h»ng sè;  

khi q > 1, CSN lµ t¨ng (hay tiÕn), 

khi 0 < q < 1, CSN lµ gi¶m (hay lïi); 

KÝ hiÖu CSN lµ: :: . 
 

+  Muèn x¸c ®Þnh mét CSN, cÇn biÕt u1, q vµ n (h÷u h¹n hoÆc v« h¹n). 

+  Sè h¹ng thø n:   

  un = u1 qn – 1 (1.1.11) 

+  Tæng n sè h¹ng ®Çu tiªn cña CSN lµ: 

  
( )n

1 n 1
n

u q 1 u q u
S

q 1 q 1

− −
= =

− −
   nÕu q ≠ 1 (1.1.12) 

  n 1S nu=  nÕu q = 1  (1.1.13) 

  

+  Tæng c¸c sè h¹ng cña mét CSN v« h¹n víi q < 1 b»ng: 

  1u
S

1 q
=

−
 (1.1.14) 

C«ng thøc (1.1.14) cã thÓ suy tõ (1.1.12) khi cho n → ∞. 
 

1.1.1.4. L«garÝt 

1. §Þnh nghÜa 

Víi N > 0, 0 < a ≠ 1, ph¬ng tr×nh: 

  ax = N  

cã mét nghiÖm duy nhÊt, kÝ hiÖu: 

  x = logaN  
vµ ®îc gäi lµ l«garÝt theo c¬ sè a cña N. 
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+  Tõ ®Þnh nghÜa trªn, suy ra:  

  alog Na N;=  

  x
alog a x.=  

+  L«garÝt theo c¬ sè 10 ®îc gäi lµ l«garÝt thËp ph©n, kÝ hiÖu lµ lgN hoÆc logN. 

+ L«garÝt theo c¬ sè e ®îc gäi lµ l«garÝt tù nhiªn, kÝ hiÖu lµ lnN (e lµ sè v« tØ, cã 
gi¸ trÞ gÇn ®óng lµ 2,71828). 

2. C¸c c«ng thøc vÒ l«garÝt  

  loga(N1. N2) = logaN1 + logaN2    (N1; N2 > 0; 0 < a ≠ 1) 

  1
a a 1 a 2

2

N
log log N log N

N
= −  

  a alog N .log N (  )α = α α ∈ ℜ  

  b
a

b

log N
log N (0 b 1).

log a
= < ≠  

Cã thÓ viÕt tæng qu¸t h¬n c¸c c«ng thøc trªn nh sau:  

  logaN1. N2 = loga N1 + loga N2  (N1; N2 ≠ 0; 0 < a ≠ 1) 
   

  

)0(log2log

logloglog

2

21
2

1

≠=

−=

NNnN

NN
N
N

a
n

a

aaa
 

 

1.1.1.5. Lîng gi¸c 

1. §¬n vÞ ®o gãc: radian 
a) §Þnh nghÜa 

Gãc mét radian lµ gãc cã ®Ønh O ë t©m mét ®êng trßn b¸n kÝnh R, ch¾n mét 
cung AB trªn ®êng trßn cã ®é dµi b»ng R. 

 

b) Theo ®Þnh nghÜa trªn:              

  1 radian ∼ 
0

0 ' ''180
57 17 45≈

π
 

01 ~ radian 0, 017453  radian
180

π
≈ ; 1' ∼ 0,000291 radian; 1" ∼ 0,000005 radian. 

 

Gãc tÝnh theo ®é 10 300 450 600 900 1800 2700 3600 

Gãc tÝnh theo radian 
π

180
 

π

6
 

π

4
 

π

3
 

π

2
 π 

3π

2
 2π 
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2. C¸c ®Þnh nghÜa c¬ b¶n 
a) Trong hÖ trùc chuÈn xOy, ®êng trßn ®Þnh híng t©m O(0; 0), b¸n kÝnh R = 1  

®îc gäi lµ ®êng trßn lîng gi¸c. Trªn ®êng trßn nµy, cho ®iÓm A(1; 0) vµ ®iÓm 
M(x; y). Gäi cung AM t¹o bëi mét ®iÓm ch¹y trªn ®êng trßn tõ A ®Õn M (cã thÓ 
quay nhiÒu vßng quanh t©m O, cïng chiÒu hoÆc ngîc chiÒu kim ®ång hå) lµ cung 
lîng gi¸c víi ®iÓm ®Çu A, ®iÓm cuèi M. 

 

b)  Gäi α lµ sè ®o (tÝnh theo ®é hoÆc radian) cña cung lîng gi¸c AM. Khi ®ã, ngêi ta 
®Þnh nghÜa: 

+  Tung ®é ®iÓm M lµ sin cña α vµ kÝ hiÖu lµ sinα: 

  sinα = y. 

+  Hoµnh ®é ®iÓm M lµ cos cña α vµ kÝ hiÖu lµ cosα:  

  cosα = x. 

+  TØ sè gi÷a tung ®é vµ hoµnh ®é ®iÓm M (khi x ≠ 0) lµ tang cña α vµ kÝ  hiÖu lµ tgα: 

  
sin

tg
cos

α
α =

α
  (tgα x¸c ®Þnh ⇔ cosα ≠ 0). 

+  TØ sè gi÷a hoµnh ®é vµ tung ®é ®iÓm M lµ c«tang cña α vµ kÝ hiÖu lµ cotgα:  

  
1 cos

cot g
tg sin

α
α = =

α α
   (cotgα x¸c ®Þnh ⇔ sinα ≠ 0) 

sinα; cosα; tgα; cotgα ®îc gäi lµ c¸c gi¸ trÞ lîng gi¸c cña cung lîng gi¸c α.  

§«i khi, ngêi ta cßn ®a vµo c¸c kÝ hiÖu: 
1

cosec
sin

α =
α

; 
1

sec
cos

α =
α

.  

Tõ c¸c ®Þnh nghÜa trªn, ta cã thÓ x¸c ®Þnh dÊu cña c¸c gi¸ trÞ lîng gi¸c cña α tïy 
theo vÞ trÝ ®iÓm cuèi M cña cung nµy n»m ë gãc phÇn t nµo trªn ®êng trßn lîng gi¸c. 

 

3. C¸c hÖ thøc lîng gi¸c c¬ b¶n 

 a) 2 2sin cos  1α + α = ∀α  

 b) 
sin  

tg k
cos  2

α π
α = ∀α ≠ + π

α
 

  
cos  

cot g k ; k Z
sin  

α
α = ∀α ≠ π ∈

α
 

 c) cos( ) cos cos sin sin ;  ;  α ± β = α β α β ∀α β  

 d) sin( ) sin cos cos sin ; ;α ± β = α β ± α β ∀α β   
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18         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

Tõ nh÷ng c«ng thøc c¬ b¶n trªn, cßn cã c¸c c«ng thøc dÉn xuÊt kh¸c mµ ®éc gi¶ 
cã thÓ tù suy ra ®îc, ch¼ng h¹n: 

 e) 2
2

1
1 tg ;

cos
+ α =

α
 2

2

1
1 cot g ;

sin
+ α =

α
 

 f) ( )cos cos ;−α = α  ( )sin sin ;−α = − α  

 g) ( )sin sin ;π − α = α  ( )cos cos ;π − α = − α  

 h) sin cos ;
2

π − α = α 
 

 cos sin ;
2

π − α = α 
 

 

§éc gi¶ cã thÓ dÔ dµng t×m ®îc c¸c c«ng thøc biÕn tæng thµnh tÝch; biÕn tÝch 
thµnh tæng; c¸c c«ng thøc cho gi¸ trÞ lîng gi¸c cña c¸c gãc nh©n ®«i, chia ®«i, nh©n 

ba còng nh c¸c c«ng thøc tÝnh sinx; cosx; tgx theo 
x

t tg .
2

=  

 

4. C¸c hÖ thøc lîng gi¸c ®Ó gi¶i tam gi¸c 
 

Gäi: a, b, c lµ ®é dµi c¸c c¹nh cña tam gi¸c ABC, theo thø tù  ®èi diÖn víi c¸c gãc 
A, B, C. Gäi R lµ b¸n kÝnh ®êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c; p lµ nöa chu vi tam gi¸c; r lµ 
b¸n kÝnh ®êng trßn néi tiÕp tam gi¸c. 

Khi ®ã, ta cã: 

+  C¸c ®Þnh lý h×nh chiÕu:  

  a = bcosC + ccosB;  

  b = ccosA + acosC;  

  c = acosB + b cosA. 
 

+  §Þnh lý hµm sè sin:  

  
a b c

2R.
sin A sinB sin C

= = =  

§Æc biÖt, nÕu cho A = 900, a = BC = 2R, th× tõ c¸c ®Þnh lý nµy, ta sÏ cã nh÷ng 
c«ng thøc liªn quan gi÷a c¹nh, gãc, b¸n kÝnh R ®Ó gi¶i mét tam gi¸c vu«ng. 

 

+  §Þnh lý hµm sè cos:  

  2 2 2a b c 2bc cos A= + − .  

Tõ ®Þnh lý nµy, cã thÓ suy ra ®Þnh lý Pi-ta-go thuËn vµ ®¶o:  

  A = 900 ⇔ a2 = b2 + c2. 
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1.1.2. H×nh häc 

1.1.2.1. DiÖn tÝch h×nh ph¼ng  

1. Tam gi¸c thêng 

  S = 
1

2
aha 

víi ha - chiÒu cao øng víi  c¹nh a. 

  S = p(p a)(p b)(p c)− − −   (C«ng thøc Hª-r«ng); 

  S = 
1

absin C;
2

 

  S = p r. 
 

2. Tø gi¸c 
+  H×nh thang cã diÖn tÝch:  

  S = 
a b

2

+
h 

víi: 

a, b - ®é dµi hai ®¸y; 

h - chiÒu cao. 
 

+  H×nh b×nh hµnh cã diÖn tÝch: 

  S = ah 

víi: 

a - chiÒu dµi ®¸y; 

h - chiÒu cao. 
 

+  H×nh thoi ABCD cã diÖn tÝch: 

  S = 
1

AC BD
2

×  

+  DiÖn tÝch mét tø gi¸c bÊt kú cã thÓ tÝnh b»ng c¸ch chia tø gi¸c thµnh hai tam gi¸c. 
 

3. H×nh trßn b¸n kÝnh R  
+ Chu vi:   

  C =  2πR 
+ DiÖn tÝch: 

  S = πR2. 
Tõ c«ng thøc tÝnh diÖn tÝch cña h×nh trßn vµ tam gi¸c, cã thÓ suy ra c«ng thøc tÝnh 

diÖn tÝch c¸c h×nh vµnh kh¨n, qu¹t trßn, viªn ph©n. 
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1.1.2.2. DiÖn tÝch vµ thÓ tÝch bÒ mÆt cña mét sè khèi c¬ b¶n 

1. DiÖn tÝch 
+ DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô trßn xoay:  

  Sxq = C§ h  

+ DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn trßn xoay:  

  xqS R= π l   

trong ®ã: 

C§ - chu vi ®¸y; 

h - chiÒu cao; 

R - b¸n kÝnh ®¸y; 

l - ®é dµi ®êng sinh. 
 

+ MÆt cÇu:  

  S = 4πR2 

víi: R - b¸n kÝnh h×nh cÇu. 
 

2. ThÓ tÝch 
+  H×nh l¨ng trô:  

  V = S§ h  

 +  H×nh chãp:  

  V =
3
1

 S§ h 

+  H×nh chãp côt:  

  V = 
( )h B B ' BB '

3

+ +
 

+ H×nh trô trßn xoay:  

  V = S§ h 

+ H×nh nãn:  

  V =
1

3
 S§ h  

+ H×nh nãn côt:  

  V = 
( )h B B ' BB '

3

+ +
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+ H×nh cÇu:  

  V = 
34 R

3

π
 ≈ 4,1888 3R  

víi: 

S§ - diÖn tÝch ®¸y  

h - chiÒu cao. 

B, B’ - diÖn tÝch ®¸y lín, ®¸y nhá. 
 

Ngêi ta cßn tÝnh diÖn tÝch mÆt trßn xoay vµ thÓ tÝch khèi trßn xoay b»ng ®Þnh lý 
Guyn-®anh hoÆc b»ng tÝch ph©n (xem 1.2.4). 

 

1.1.2.3. H×nh gi¶i tÝch trong mÆt ph¼ng vµ trong kh«ng gian 

1. PhÐp tÝnh vect¬ 
 

a) Vect¬ trong kh«ng gian ®îc x¸c ®Þnh bëi mét bé ba sè thùc cã thø tù gäi lµ ba to¹ 

®é cña vect¬ ®ã. KÝ hiÖu “vect¬ a” lµ: a


 = (ax; ay; az), khi ®ã, ®é dµi vµ ba c«sin chØ 

híng cña a


 ®îc tÝnh theo c¸c c«ng thøc: 

  2 2 2
x y za a a a  ;= + +


 

  

( )

( ) ( )

( )

x

2 2 2
x y z

y 2 2 2
x y z

2 2 2
x y z

z

2 2 2
x y z

a
cos cos a; Ox

a a a

a
cos cos a; Oy ; a a a 0

a a a

a
cos cos a; Oz

a a a


 α = =
 + +
 β = = + + ≠
 + +

 γ = =

+ +

 

 

 

  

b) C¸c phÐp tÝnh vect¬ 

+  Tæng (hiÖu) hai vect¬ lµ mét vect¬ cã to¹ ®é b»ng tæng (hiÖu) c¸c to¹ ®é t¬ng 
øng cña hai vect¬ ®ã.  

+  TÝch cña vect¬ víi mét sè thùc lµ mét vect¬ cã to¹ ®é b»ng tÝch sè ®ã víi c¸c to¹ 
®é cña vect¬ ®∙ cho. 

C¸c phÐp tÝnh céng, trõ, nh©n vect¬ víi mét sè nãi trªn cã c¸c tÝnh chÊt gièng nh 
c¸c tÝnh chÊt phÐp céng, trõ, nh©n hai sè ®¹i sè. 

+  TÝch v« híng cña hai vect¬ a; b
 

 lµ mét sè x¸c ®Þnh theo c«ng thøc: 

  ( ) x x y y z za .b a . b cos a;b a .b a .b a .b= = + +
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TÝch v« híng cña hai vect¬ cã tÝnh chÊt giao ho¸n, kÕt hîp, ph©n bè ®èi víi phÐp 
céng. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó hai vect¬ vu«ng gãc víi nhau lµ tÝch v« híng cña chóng 
b»ng 0. 

Tõ c«ng thøc trªn, ta cã thÓ tÝnh gãc hîp gi÷a hai vect¬ kh¸c 0 :  

  ( ) a .b
cos a;b

a . b
=
  
   

+  TÝch cã (h÷u) híng cña hai vect¬ a; b
 

 lµ mét vect¬ c a;b =  
  

 cã ph¬ng vu«ng 

gãc víi c¶ a vµ b
 

; cã chiÒu sao cho ba vect¬ ( )a; b; c
  

 lËp nªn mét bé ba thuËn 

(NghÜa lµ, nÕu ®øng theo chiÒu cña tÝch c


, ta sÏ nh×n thÊy chiÒu quay mét gãc 

nhá nhÊt tõ a


 sang b


 lµ ngîc chiÒu kim ®ång hå); cßn m«®un cña tÝch cã híng 
®îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc: 

  ( )a;b a . b sin a;b  = 
     

 

 Nh vËy,  x y z

x y z

i j k

a;b a a a

b b b

  = 

  
 

 

TÝch cã híng cña hai vect¬ cã tÝnh chÊt kÕt hîp, ph©n bè ®èi víi phÐp céng, nhng 
kh«ng cã tÝnh giao ho¸n. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó hai vect¬ céng tuyÕn (cïng ph¬ng) víi 

nhau lµ tÝch cã híng cña chóng b»ng 0 ⋅


 

M« ®un cña tÝch cã híng hai vect¬ b»ng diÖn tÝch cña h×nh b×nh hµnh lËp nªn 
bëi hai vect¬ ®ã, khi ta ®a chóng vÒ cïng mét gèc. 

 

+  TÝch hçn hîp (hçn t¹p) cña ba vect¬ a; b; c
  

 ®îc ký hiÖu lµ ( )D a; b; c
  

 vµ b»ng: 

  ( )
x y z

x y z

x y z

a a a

D a; b; c a; b c b b b

c c c

= =  
     

 

TrÞ tuyÖt ®èi cña tÝch hçn hîp ( )D a; b; c
  

 cã gi¸ trÞ b»ng thÓ tÝch cña mét h×nh 

hép t¹o bëi ba vect¬ a; b; c
  

, khi ta ®a chóng vÒ cïng mét gèc. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó 

ba vect¬ ®ång ph¼ng (cïng song song víi mét mÆt ph¼ng cè ®Þnh nµo ®ã) lµ tÝch hçn 
hîp cña chóng b»ng 0. 
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2. §êng th¼ng trong mÆt ph¼ng (xOy) 

a) Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ∆ qua ®iÓm M0 vµ cã vect¬ ph¸p n(A;B) 0≠
 

 cã thÓ  

viÕt theo: 

+  D¹ng vect¬:  

  0n.M M 0=
 

 ∀M(x; y) ∈ ∆; 

+  D¹ng täa ®é:  

  ( ) ( ) ( )2 2
0 0A x x B y y 0 A B 0 ;− + − = + >  

+  D¹ng tæng qu¸t:  

  ( )2 2Ax By C 0 A B 0 .+ + = + >  

b) Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ∆ qua ®iÓm M0 vµ cã vect¬ chØ ph¬ng u (a;b) 0≠
 

 cã thÓ 

viÕt theo: 

+  D¹ng vect¬:  

  0M M ku=
 

   ∀ M(x; y) ∈ ∆, (k ∈ ℜ lµ tham sè);   

+  D¹ng chÝnh t¾c: 

  
( ) ( ) ( )0 0 2 2x x y y

a b 0 ;
a b

− −
= + >   

Trong d¹ng chÝnh t¾c nµy, ngêi ta quy íc: khi gÆp mét ph©n thøc nµo cã mÉu sè b»ng 0, 
tö sè t¬ng øng còng b»ng 0 theo. Ch¼ng h¹n, ph¬ng tr×nh: 

  ( )0 0(x x ) (y y )
b 0

0 b

− −
= ≠  

biÓu diÔn ®êng th¼ng qua ®iÓm M0 vµ vu«ng gãc víi Ox, tøc lµ: 0x x= .  
 

+  D¹ng tham sè:  

  ( )0 2 2

0

x x at
a b 0; t  lµ tham sè .

y y bt

= +
+ > ∈ ℜ = +

 

 

c)  ̧ p dông c¸c d¹ng nªu trªn, ta cã: 

+  Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng qua hai ®iÓm M, N ph©n biÖt cho tríc cã d¹ng: 

  M M

N M N M

x x y y

x x y y

− −
= ⋅

− −
  

+  Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng cho theo ®o¹n ch¾n:  

  ( )x y
1  m;n 0

m n
+ = ≠   

biÓu diÔn ®êng th¼ng MN víi: M(m; 0); N(0; n) lµ hai ®iÓm lÇn lît n»m trªn Ox; Oy. 
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+  Ph¬ng tr×nh:  

  y = k(x− x0) + y0  

biÓu diÔn mét ®êng th¼ng qua ®iÓm M0 vµ cã hÖ sè gãc k = tgϕ (ϕ lµ gãc hîp bëi 

®êng th¼ng vµ chiÒu d¬ng Ox)


. 

Dùa vµo ph¬ng tr×nh, vect¬ chØ ph¬ng hoÆc vect¬ ph¸p cña hai ®êng th¼ng 
trong (xOy), ta cã thÓ xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi vµ tÝnh gãc gi÷a chóng. 

 

d) C«ng thøc tÝnh kho¶ng c¸ch tõ M0 ®Õn ®êng th¼ng ∆: Ax By C 0+ + =  lµ: 

   0 0
0

2 2

Ax By C
d(M ; )

A B

+ +
∆ =

+
    )0( 22 >+ BA .  

Gäi ϕ lµ gãc gi÷a hai ®êng th¼ng ( )090ϕ ≤ , ϕ cã thÓ x¸c ®Þnh theo c¸c c«ng 

thøc sau: 

  1 2cos cos(n ; n )ϕ =
 

   (khi biÕt hai vect¬ ph¸p)  

hoÆc:  1 2

1 2

k k
tg

1 k k

−
ϕ =

+
 (khi biÕt hai hÖ sè gãc cña hai ®êng th¼ng ®îc xÐt). 

 

e) §êng th¼ng: ( )2 2Ax By C 0 A B 0+ + = + > chia mÆt ph¼ng to¹ ®é lµm ba phÇn:  

+  PhÇn I lµ tËp hîp c¸c ®iÓm (x; y) thuéc ®êng th¼ng tho¶ m∙n ®¼ng thøc:  

  .0=++ CByAx  

+  PhÇn II ,III lµ tËp hîp c¸c ®iÓm (x; y) lÇn lît thuéc hai nöa mÆt ph¼ng, n»m hai 
phÝa ®êng th¼ng ®îc xÐt. Dùa theo chiÒu cña vect¬ ph¸p (A; B) t¬ng øng víi 
chiÒu t¨ng cña (Ax By C)+ +  ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®îc phÇn nµo cña mÆt ph¼ng 

øng víi  

  Ax By C 0+ + < ,  

phÇn cßn l¹i lµ tËp hîp c¸c ®iÓm (x; y) tho¶ m∙n bÊt ®¼ng thøc:  

  Ax By C 0.+ + >  

3. C¸c ®êng cong bËc hai 
a) §êng trßn 

Trong hÖ trùc chuÈn (xOy), ph¬ng tr×nh: 

  ( ) 2 2F x;y x y 2ax 2by c 0= + + + + =   

biÓu diÔn mét ®êng trßn t©m I(−a; −b), b¸n kÝnh 2 2R a b c= + − ⋅ Trêng hîp 
2 2a b c,+ <  ta cã ®êng trßn ¶o, cßn khi 2 2a b c,+ =  ®êng trßn thu vÒ ®iÓm I. 
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b) Ba ®êng c«-nic (Elip; Hypecb«n; Parab«n) 

Ph¬ng tr×nh tæng qu¸t lµ: 

  ( ) ( )2 2 2 2 2F x; y Ax Bxy Cy Dx Ey F 0,   A B C 0= + + + + + = + + >  

Sau khi dïng phÐp biÕn ®æi trùc giao ®a d¹ng toµn ph¬ng (gåm ba sè h¹ng ®Çu 
cña F(x;y)) vÒ d¹ng chÝnh t¾c, ta dïng mét phÐp ®æi biÕn thÝch hîp (phÐp tÞnh tiÕn hÖ 
trôc to¹ ®é) ®Ó ®a ph¬ng tr×nh tæng qu¸t trªn vÒ mét trong c¸c d¹ng sau ®©y: 

+  Parab«n (P):  

  2px = y2    
trong ®ã: p lµ tham sè tiªu; 

cã: Trôc ®èi xøng Ox; §Ønh O(0; 0); Tiªu ®iÓm F
p

;0
2

 
 
 

; §êng chuÈn:
p

x
2

= − ⋅  

Theo ®Þnh nghÜa, (P) lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M(x; y) sao cho MF lu«n b»ng kho¶ng 
c¸ch tõ M ®Õn ®êng chuÈn cña nã. T©m sai cña (P) b»ng 1. 
 

+  Ellip (E1):  

  
2 2

2 2

x y
1

a b
+ =    

trong ®ã: a, b lµ ®é dµi hai b¸n trôc; a > b > 0; Nöa tiªu cù: 2 2c a b= −  
 

cã: Hai trôc ®èi xøng: Ox, Oy; 4 ®Ønh: (±a; 0) vµ (0; ±b); 2 tiªu ®iÓm F1,2(±c; 0) ∈ Ox; 

T©m sai 
c

e
a

= ; Hai ®êng chuÈn:
2a

x
c

= ± , mçi ®êng chuÈn t¬ng øng víi mét 

tiªu ®iÓm. 
 

Theo ®Þnh nghÜa, (E1) lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M(x; y):  

  MF1 + MF2 = 2a. 
 

+  Ellip (E2):  

  
2 2

2 2

x y
1

a b
+ =    

trong ®ã: a, b lµ ®é dµi hai b¸n trôc; b > a > 0; Nöa tiªu cù 2 2c b a= −   

cã: Hai trôc ®èi xøng: Ox, Oy; 4 ®Ønh: (±a; 0) vµ (0; ±b); 2 tiªu ®iÓm F1,2(0;±c) ∈ Oy; 

T©m sai 
c

e
b

= ; Hai ®êng chuÈn:
2b

y
c

= ± , mçi ®êng chuÈn t¬ng øng víi mét 

tiªu ®iÓm. 
Theo ®Þnh nghÜa, (E2) lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M(x;y):  

  MF1 + MF2 = 2b. 
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NÕu a = b, (E) cã t©m sai b»ng 0 vµ trë thµnh ®êng trßn. Víi ellip thùc, t©m sai 
lu«n n»m trong kho¶ng (0; 1). 

 

+  Hypecb«n (H1):  

  
2 2

2 2

x y
1

a b
− =   

trong ®ã: a, b lµ ®é dµi hai b¸n trôc; Nöa tiªu cù: 2 2c a b= +  

cã: Hai trôc ®èi xøng: Ox, Oy trong ®ã Ox lµ trôc thùc, Oy lµ trôc ¶o (Oy  

kh«ng cã ®iÓm chung víi (H1)); 2 ®Ønh (±a; 0); 2 tiªu ®iÓm F1,2(±c; 0) ∈ Ox;  

T©m sai 
c

e
a

=  > 1; Hai ®êng chuÈn:
2a

x
c

= ± , mçi ®êng chuÈn t¬ng øng víi 

mét tiªu ®iÓm. 

Theo ®Þnh nghÜa, (H1) lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M(x;y):  

  1 2MF MF 2a.− =  
 

+  Hypecb«n (H2):  

  
2 2

2 2

x y
1

a b
− = −   

trong ®ã: a, b lµ ®é dµi hai b¸n trôc; Nöa tiªu cù: 2 2c a b= +   

cã: Hai trôc ®èi xøng: Ox, Oy trong ®ã Oy lµ trôc thùc, Ox lµ trôc ¶o (Ox  

kh«ng cã ®iÓm chung víi (H2)); 2 ®Ønh (0; ±b); 2 tiªu ®iÓm F1,2(0; ±c) ∈ Oy;  

T©m sai 
c

e
b

=  > 1; Hai ®êng chuÈn:
2b

x
c

= ± , mçi ®êng chuÈn t¬ng øng víi 

mét tiªu ®iÓm. 

Theo ®Þnh nghÜa, (H2) lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M(x;y):  

  1 2MF MF 2b.− =  

Hai hypecb«n (H1) vµ (H2) cã chung hai ®êng tiÖm cËn cã ph¬ng tr×nh: 
b

y x
a

= ± . Ngêi ta gäi (H1) vµ (H2) lµ hai hypecb«n liªn hîp. 

NÕu a = b, (H1) vµ (H2) lµ hai hypecb«n vu«ng. 
 

+  Cã thÓ ®Þnh nghÜa chung ba ®êng c«nic (E; H; P) lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M(x; y) 
sao cho tû sè gi÷a kho¶ng c¸ch tõ M ®Õn mét ®iÓm F cè ®Þnh (tiªu ®iÓm) vµ 

kho¶ng c¸ch tõ M ®Õn mét ®êng th¼ng cè ®Þnh ∆ (®êng chuÈn) lu«n b»ng mét 

h»ng sè e (F vµ ∆ cïng n»m trong mÆt ph¼ng xOy vµ F ∉ ∆). 
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  ( ) ( ) ( )
MF

C M x; y : e
d M;

  ≡ = ∆  
 

Khi e = 1, (C) lµ mét parab«n; Khi e > 1, (C) lµ mét nh¸nh cña hypecb«n, cßn khi 

e ∈ (0; 1) th× (C) lµ mét elip.  

+  Ngoµi c¸c trêng hîp ®∙ nªu, tõ ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®êng bËc hai, ta cßn 
gÆp mét sè trêng hîp suy biÕn. §©y lµ c¸c trêng hîp: tËp hîp c¸c ®iÓm (x; y) 
tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hoÆc rçng (®êng cong ¶o) hoÆc thu vÒ mét ®iÓm hay hai 
®êng th¼ng n»m trong cïng mét mÆt ph¼ng. 

+  §êng c«nic cã thÓ coi lµ giao cña mét mÆt nãn trßn xoay víi mét mÆt ph¼ng. 
Tïy theo vÞ trÝ t¬ng ®èi cña chóng mµ giao tuyÕn lµ elip, hypecb«n, parab«n hay 
hai ®êng th¼ng c¾t nhau. 
 

4. MÆt ph¼ng trong kh«ng gian (Oxyz) 

a)  Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (α) qua ®iÓm M0 vµ cã vect¬ ph¸p n (A; B; C) 0≠
 

 cã thÓ 

viÕt theo: 

+  D¹ng vect¬:  

  0n M M 0=
 

  ∀M(x ; y; z) ∈ (α); 

+  D¹ng to¹ ®é:  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0A x x B y y C z z 0 A B C 0 ;− + − + − = + + >  

+  D¹ng tæng qu¸t:  

  ( )2 2 2Ax By Cz D 0 A B C 0 .+ + + = + + >  

 

b) Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (α) qua ®iÓm M0 vµ cã hai vect¬ chØ ph¬ng: 

  1 1 1 1 2 2 2 2u (a ;b ;c ) 0;u (a ;b ;c ) 0≠ ≠
   

 

(hai vect¬ nµy kh«ng ®îc céng tuyÕn) cã thÓ viÕt theo: 

+  D¹ng vect¬:  

  0 1 2M M mu nu= +
  

   ∀M(x; y; z) ∈ (α), (m; n ∈ ℜ lµ hai tham sè); 

+  D¹ng tham sè:  

  ( )
( )

0 1 2

2 2 2 2 2 2
0 1 2 1 1 1 2 2 2

0 1 2

x x ma na

y y mb nb a b c 0;a b c 0 

z z mc nc m;n  lµ hai tham sè .

 = + +
 = + + + + > + + >


= + + ∈ ℜ
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+  D¹ng ®Þnh thøc: 

  
0 0 0

1 1 1

2 2 2

x x y y z z

a b c 0.

a b c

− − −
=  

c) ¸p dông c¸c d¹ng nªu trªn, ta cã thÓ viÕt: 

+  Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng qua ba ®iÓm M, N, P cho tríc, kh«ng th¼ng hµng b»ng 

c¸ch chän hoÆc mét vect¬ ph¸p (ch¼ng h¹n: n MN;MP =  
  

) hoÆc hai vect¬ chØ 

ph¬ng (ch¼ng h¹n: MN vµ MP
 

) hoÆc chän d¹ng tæng qu¸t, råi x¸c ®Þnh c¸c hÖ 
sè A, B, C, D (sai kh¸c mét thõa sè nh©n) sao cho to¹ ®é ba ®iÓm ®∙ cho tho¶ m∙n 
d¹ng nµy. 

+  Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng cho theo ®o¹n ch¾n:  

  
x y z

1  (m; n; p 0)
m n p

+ + = ≠  

biÓu diÔn mÆt ph¼ng (MNP) víi: M(m; 0; 0); N(0; n; 0); P(0; 0; p) lµ ba ®iÓm lÇn 
lît n»m trªn Ox; Oy;Oz. 
 

Dùa vµo ph¬ng tr×nh, hai vect¬ chØ ph¬ng hoÆc vect¬ ph¸p cña hai mÆt ph¼ng 
trong (Oxyz), ta cã thÓ xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi vµ tÝnh gãc gi÷a chóng. 

d) C«ng thøc tÝnh kho¶ng c¸ch tõ M0 ®Õn mÆt ph¼ng (α): 

  ( )2 2 2Ax By Cz D 0 A B C 0+ + + = + + >  

lµ:   ( )( ) 0 0 0
0

2 2 2

Ax By Cz D
d M ;

A B C

+ + +
α = ⋅

+ +
  

Gäi ϕ lµ gãc gi÷a hai m¨t ph¼ng ( )090ϕ ≤ , ϕ cã thÓ x¸c ®Þnh theo c«ng thøc:  

  ( )1 2cos cos n ; nϕ =
 

.  

e) MÆt ph¼ng:  

  ( )2 2 2Ax By Cz D 0 A B C 0+ + + = + + >   

chia kh«ng gian lµm ba phÇn:  

+  PhÇn I lµ tËp hîp c¸c ®iÓm (x; y; z) thuéc mÆt ph¼ng tho¶ m∙n ®¼ng thøc: 

  Ax By Cz D 0.+ + + =  

+  PhÇn II, III lµ tËp hîp c¸c ®iÓm (x; y; z) lÇn lît thuéc hai nöa kh«ng gian n»m 
hai phÝa mÆt ph¼ng ®îc xÐt. Dùa theo chiÒu cña vect¬ ph¸p (A; B; C) t¬ng øng 
víi chiÒu t¨ng cña (Ax By Cz D)+ + +  ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®îc phÇn nµo cña 
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kh«ng gian øng víi Ax By Cz D 0+ + + < , phÇn cßn l¹i lµ tËp hîp c¸c ®iÓm (x; y; z) 

tho¶ m∙n bÊt ®¼ng thøc: Ax By Cz D 0.+ + + >  

5. C¸c mÆt bËc hai 
a) MÆt cÇu 

Trong hÖ trùc chuÈn (Oxyz), ph¬ng tr×nh: 

  2 2 2F(x; y; z) x y z 2ax 2by 2cz d 0,= + + + + + + =   

biÓu diÔn mét mÆt cÇu t©m I(−a; −b; −c), b¸n kÝnh 2 2 2R a b c d= + + − . Trêng hîp 
2 2 2a b c d,+ + <  ta cã mÆt cÇu ¶o, cßn khi 2 2 2a b c d,+ + =  mÆt cÇu thu vÒ ®iÓm I. 

 

b) C¸c mÆt bËc hai cã ph¬ng tr×nh tæng qu¸t 

  2 2 2F(x;y;z) Ax By Cz Dxy Eyz Fzx Gx Hy Iz K 0,= + + + + + + + + + =  

trong ®ã, s¸u hÖ sè cña c¸c sè h¹ng bËc hai kh«ng thÓ ®ång thêi b»ng 0. 
 

Sau khi dïng phÐp biÕn ®æi trùc giao ®a d¹ng toµn ph¬ng (gåm s¸u sè h¹ng  
®Çu cña F(x; y; z)) vÒ d¹ng chÝnh t¾c, ta dïng phÐp ®æi biÕn thÝch hîp (tÞnh tiÕn hÖ trôc 
to¹ ®é) ®Ó ®a ph¬ng tr×nh tæng qu¸t trªn vÒ mét trong c¸c d¹ng sau ®©y: 

+  Elipx«it :  

  
2 2 2

2 2 2

x y z
1

a b c
+ + =     ( a, b, c lµ ®é dµi ba b¸n trôc). 

+  Hypecb«l«it 2 tÇng:  

  
2 2 2

2 2 2

x y z
1

a b c
+ − = −     (Oz lµ trôc ®èi xøng). 

+  Hypecb«l«it 1 tÇng:  

  
2 2 2

2 2 2

x y z
1

a b c
− + =        (Oy lµ trôc ®èi xøng). 

+  MÆt nãn bËc hai:  

  
2 2 2

2 2 2

x y z
0

a b c
+ − =        (Oz lµ trôc ®èi xøng). 

+  Parab«l«it elliptic:  

  
2 2

2 2

x y
2pz.

a b
+ =  

+  Parab«l«it hypecb«l«it (MÆt yªn ngùa):  

  
2 2

2 2

x y
2pz.

a b
− =    
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+  MÆt trô elliptic: 

  
2 2

2 2

x y
1

a b
+ =  (c¸c ®êng sinh song song víi trôc ®èi xøng Oz).  

+  MÆt trô hypecb«lic:   

  
2 2

2 2

x y
1.

a b
− = ±  

+  MÆt trô parab«lic: 

  
2

2

x
2py.

a
=  

Ngoµi c¸c trêng hîp ®∙ nªu, tõ ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña mÆt bËc hai, ta cßn 
gÆp mét sè trêng hîp suy biÕn. §©y lµ c¸c trêng hîp: tËp hîp c¸c ®iÓm (x; y; z) tho¶ 
m∙n ph¬ng tr×nh hoÆc rçng (mÆt cong ¶o) hoÆc thu vÒ mét ®iÓm hoÆc hai mÆt ph¼ng 
c¾t nhau, song song hay trïng nhau. 

 

1.2. To¸n cao cÊp 
1.2.1. §¹i sè tuyÕn tÝnh 

1.2.1.1. §Þnh thøc 

1. §Þnh thøc cÊp hai, cÊp ba 
a) §Þnh nghÜa 

+  §Þnh thøc cÊp hai lµ mét sè, kÝ hiÖu:  

  11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a .

a a
= −  

+  §Þnh thøc cÊp ba lµ mét sè, kÝ hiÖu: 

  D = 
11

21

31

a

a

a

 
12

22

32

a

a

a

 
13

23

33

a

a

a

  

         = a11 a22 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32 − a13 a22 a31 − a12 a21 a33 − a11 a23 a32. 
 

+  Quy t¾c Sarius ®Ó tÝnh ®Þnh thøc D thÓ hiÖn qua c¸c b¶ng sau: 

B¶ng ch÷ nhËt 

  

D = 
11

21

31

a

a

a

 
12

22

32

a

a

a

 
13

23

33

a

a

a

11

21

31

a

a

a

 
12

22

32

a

a

a

 

      −    −     −       +     +     +  
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C¸c b¶ng tam gi¸c 
 

 
    

    

Ta cßn cã thÓ tÝnh D b»ng c¸ch khai triÓn nã theo mét hµng hoÆc mét cét, ch¼ng h¹n: 

  D = 
11

21

31

a

a

a

  
12

22

32

a

a

a

  
13

23

33

a

a

a

 = 22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

a a a a a a
a a a

a a a a a a
− +  

      = 11 11 12 12 13 13a A a A a A+ + ,  

( ijA  ®îc gäi lµ phÇn phô ®¹i sè cña )ija .  

 

b) TÝnh chÊt cña ®Þnh thøc 

+  §Þnh thøc kh«ng thay ®æi gi¸ trÞ khi ta: 

-  ®æi hµng thµnh cét, cét thµnh hµng (PhÐp chuyÓn vÞ); 

-  nh©n mét hµng (cét) víi mét sè kh¸c kh«ng, råi céng t¬ng øng vµo c¸c sè 
(phÇn tö) cña mét hµng (cét) kh¸c; 

-  ®a thõa sè chung cña tõng hµng (cét) ra ngoµi dÊu ®Þnh thøc. 

+  §Þnh thøc sÏ ®æi dÊu khi ta: 

-  ®æi chç hai hµng (cét); 

-  ®æi dÊu mét hµng (cét). 

+  §Þnh thøc sÏ b»ng kh«ng nÕu cã: 

-  hai hµng (cét) gièng nhau; 

-  mét hµng(cét) b»ng tæ hîp tuyÕn tÝnh cña mét sè hµng (cét) kh¸c.  

2. §Þnh thøc cÊp n 
a) §Þnh nghÜa:  

§Þnh thøc cÊp n lµ mét sè, kÝ hiÖu:  
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  D = 

11

21

31

n1

a

a

a

...

a

  

12

22

32

n2

a

a

a

...

a

  

13 1n

23 2n

33 3n

n3 nn

a ... a

a ... a

a ... a

...        ...

a ... a

 = ( )
1 2 n

k
1j 2 j nj1 a a ... a−∑  

lµ tæng cña (n!) tÝch n phÇn tö n»m trªn nh÷ng hµng vµ cét kh¸c nhau cña ®Þnh thøc,  
víi dÊu tïy thuéc vµo k lµ sè c¸c nghÞch thÕ cña ho¸n vÞ  n sè tù nhiªn ®Çu tiªn  
(j1, j2, j3, ..., jn). §©y lµ d∙y c¸c chØ sè cét cña n phÇn tö, sau k lÇn ®æi chç lÇn lît hai 
trong n chØ sè cét nµy, ta sÏ cã d∙y n sè tù nhiªn ®Çu tiªn (1, 2, 3, ..., n). 

 

b) Dùa vµo c¸c tÝnh chÊt cña ®Þnh thøc cÊp n (gièng nh c¸c tÝnh chÊt ®∙ nªu víi c¸c ®Þnh 
thøc cÊp hai, cÊp ba) còng nh c¸c c¸ch khai triÓn theo mét hµng hay mét cét, ta cã 
thÓ tÝnh c¸c ®Þnh thøc cÊp n. Ch¼ng h¹n, nÕu khai triÓn theo hµng hay cét ®Çu tiªn: 

  

11

21

n1

a

a

...

a

12

22

n2

a ...

a ...

.........

a ...

1n

2n

nn

a

a

...

a

 = a11 A11 + a12 A12 + ... + a1n A1n = 

                            = a11 A11 + a21 A21 + ... + an1 An1. 
 

Trong c«ng thøc trªn, Aij (i = 1, 2, ... , n; j = 1, 2, ... , n) lµ phÇn phô ®¹i sè cña 

phÇn tö aij cña ®Þnh thøc. §ã lµ tÝch cña sè ( )i j
1

+−  vµ ®Þnh thøc cÊp (n − 1) suy tõ ®Þnh 

thøc cÊp n ®∙ cho b»ng c¸ch bá ®i hµng vµ cét chøa phÇn tö aij. 

3. Dïng ®Þnh thøc ®Ó gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh 

Cho hÖ n ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh n Èn ( )n N :∈  

  

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

n1 1 n2 2 nn n n

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

.............................................

a x a x ... a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

 

trong ®ã bi vµ aij (i = 1, 2, ... , n; j = 1, 2, ... , n) lµ c¸c hÖ sè ®∙ biÕt vµ xj (j = 1, 2, ... , n) 
lµ c¸c Èn sè ph¶i t×m. §Ó t×m nghiÖm cña hÖ, ®Çu tiªn, ta tÝnh c¸c ®Þnh thøc:     

  ∆ = 

11

21

n1

a

a

...

a

12

22

n2

a ...

a ...

.........

a ...

1n

2n

nn

a

a

...

a

       (∆ ®îc gäi lµ ®Þnh thøc cña hÖ); 
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  ∆1 = 

1

2

n

b

b

...

b

12

22

n2

a ...

a ...

.........

a ...

1n

2n

nn

a

a

...

a

;   ∆2 = 

11

21

n1

a

a

...

a

1

2

n

b ...

b ...

........

b ...

1n

2n

nn

a

a

...

a

; ...  ;   ∆n = 

11

21

n1

a

a

...

a

12

22

n2

a ...

a ...

.........

a ...

1

2

n

b

b

...

b

 

(§Þnh thøc ∆j chØ kh¸c ®Þnh thøc ∆ ë cét thø j lµ cét c¸c hÖ sè tù do bi). Sau ®ã, ta ¸p 
dông c¸c qui t¾c: 

+  NÕu ∆ ≠ 0 th× hÖ ph¬ng tr×nh (thêng ®îc gäi lµ hÖ Cramer) cã nghiÖm duy nhÊt: 

  x1 = 1∆
∆

; x2 = 2∆
∆

; ... ; xn = n∆
∆

 

+  NÕu ∆ = 0 vµ mét trong c¸c ∆j ≠ 0 (j = 1, 2, ... , n) th× hÖ ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

+  NÕu j 0  j∆ = ∆ = ∀  vµ trong ®Þnh thøc ∆ cña hÖ cã Ýt nhÊt mét phÇn tö kh¸c 0, 

th× hÖ ph¬ng tr×nh v« ®Þnh (cã v« sè nghiÖm). Trong trêng hîp tÊt c¶ c¸c phÇn 
tö trong ®Þnh thøc ∆ cña hÖ ®Òu b»ng 0, c¸c hÖ thøc: j 0  j∆ = ∆ = ∀  chøng tá 

r»ng hÖ sÏ cã v« sè nghiÖm hoÆc v« nghiÖm, tïy theo c¸c hÖ sè ib  ®∙ cho. 

C¸c trêng hîp hÖ t¬ng thÝch (cã Ýt nhÊt mét nghiÖm), x¸c ®Þnh (cã duy nhÊt 
nghiÖm), v« ®Þnh hoÆc v« nghiÖm ®îc suy tõ ®Þnh lý Cr«nÐcke-Capeli (xem môc 
1.2.1.2 ®iÓm 5).   

1.2.1.2. Ma trËn 

1. C¸c ®Þnh nghÜa 

+  Ma trËn cÊp (hoÆc kiÓu) m × n lµ mét b¶ng ch÷ nhËt gåm m × n sè (®îc gäi lµ c¸c 

phÇn tö cña ma trËn) aij (i = 1, 2, ... , m; j = 1, 2, ... , n) s¾p xÕp thµnh m hµng vµ n 

cét. Ký hiÖu gän: ( )ij m,n
A a=  hoÆc ký hiÖu ®Çy ®ñ lµ: 

  

11 12 13 1n

21 22 23 2n

m1 m2 m3 mn

a a a ... a

a a a ... a
A

... ... ... ... ...

a a a ... a

 
 
 =
 
 
  

. 

+  Ma trËn cÊp n × n, ®îc gäi lµ ma trËn vu«ng cÊp n. 

+  C¸c phÇn tö iia (i 1, 2, ... , n)=  lËp nªn  ®êng chÐo chÝnh cña ma trËn. 

+  Ma trËn vu«ng víi:  

  ij
1 khi i j

a
0 khi i j

=
=  ≠

    

®îc gäi lµ ma trËn ®¬n vÞ cÊp n,  kÝ hiÖu En. 
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( )

n

n n

1 0 0 ... 0

0 1 0 ... 0
E

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1 ×

 
 
 =
 
 
 

 

 +  Ma trËn chØ gåm mét cét gäi lµ ma trËn cét hay vect¬ cét:  

  X


 = 

1

2

m

x

x

...

x

 
 
 
 
 
  

 

 +  Ma trËn chØ gåm mét hµng gäi lµ ma trËn hµng hay vect¬ hµng:  

  [ ]1 2 nY y  y  ...y=


  

 +  Ma trËn kh«ng, ký hiÖu o, lµ ma trËn cã c¸c phÇn tö ®Òu b»ng kh«ng 

  o = 

( )m n

0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 10 ×

 
 
 
 
 
 

 

+  Ma trËn chuyÓn vÞ cña mét ma trËn A, ký hiÖu lµ TA  (hay cA ; A ' ), ®îc suy tõ A 

b»ng c¸ch ®æi cét thµnh hµng, hµng thµnh cét: 

  

11 21 31 m1

12 22 32 m2T

1n 2n 3n mn

a a a ... a

a a a ... a
A

... ... ... ... ...

a a a ... a

 
 
 =
 
 
  

 

 +  Hai ma trËn A = (aij) vµ B = (bij), cïng cÊp ®îc gäi lµ b»ng nhau nÕu aij = bij, víi 
mäi i vµ j. Ký hiÖu: A = B. 

2. C¸c phÐp tÝnh vÒ ma trËn 
a)  Céng hai ma trËn cïng cÊp 

Cho A = (aij)m,n vµ B = (bij)m,n. Ma trËn C ®îc gäi lµ tæng hai ma trËn A vµ B   
⇔ A + B = C  víi: 

  C = (cij)m,n = (aij + bij)m,n.  

PhÐp céng cña ma trËn cïng cÊp cã c¸c tÝnh chÊt: giao ho¸n, kÕt hîp.  

Ph¬ng tr×nh A + X = B, trong ®ã A vµ B lµ hai ma trËn cïng cÊp ®∙ biÕt bao giê 
còng cã nghiÖm: ij m,n ij ij m,nX (x ) (b a ) B A= = − = −  (Ma trËn X ®îc  gäi lµ hiÖu cña 

B vµ A). 
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b) Nh©n ma trËn víi mét sè 

Cho ij m,nA (a )=  vµ mét sè λ ∈ ℜ nµo ®ã, khi ®ã:  

  ( )ij m,n
A  a  λ = λ  

C¸c tÝnh chÊt cña phÐp nh©n ma trËn víi mét sè:  

 1)  λA = Aλ;  

 2)   (λµ)A = λ(µA) = µ(λA); 

 3)  λ(A + B) = λA + λB; 

 4)  (λ + µ)A = λA + µA; 

 5) nA Aλ = λ   

(tÝnh chÊt 5 chØ ®îc ¸p dông cho ma trËn vu«ng cÊp n). 
 

c) Nh©n hai ma trËn 

Cho ( )ij m,n
A a=  vµ ( )ij n,p

B b=  cã sè cét cña ma trËn thø nhÊt b»ng sè hµng cña 

ma trËn thø hai (Khi ®ã, ta gäi A vµ B lµ hai ma trËn nh©n ®îc). TÝch hai ma trËn ®ã sÏ 
lµ mét ma trËn ®îc x¸c ®Þnh nh sau: 

  ij m,pAB C (c )= =  

víi 
i 1, 2, ..., m

j 1, 2, ..., p

=
 =

 

  
n

ij i1 1j i2 2 j in nj ik kj
k 1

c a b a b a b a b
=

= + + ⋅ ⋅ ⋅ + = ∑  

C¸c tÝnh chÊt cña phÐp nh©n hai ma trËn:  

1)  Kh«ng giao ho¸n, tøc lµ nãi chung:  

  AB ≠ BA;  

2)  KÕt hîp (®èi víi phÐp nh©n víi mét sè):  

  λ(AB) = (λA)B  

víi λ lµ mét sè thùc bÊt kú;  

3)  KÕt hîp (®èi víi phÐp nh©n gi÷a c¸c ma trËn nh©n ®îc):  

  (AB)C = A(BC) = ABC ;  

4)  Ph©n phèi ®èi víi c¸c phÐp céng trõ hai ma trËn: 

  (A ± B)C = AC ± BC;  

  C(A ± B) = CA ± CB; 
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 5)  AE = A;  

  EB = B,  

víi: A, B, E lµ c¸c ma trËn vu«ng cïng cÊp;  

  E lµ ma trËn ®¬n vÞ; 

(TÝnh chÊt 5 cßn cã thÓ më réng víi A vµ B kh«ng ph¶i lµ ma trËn vu«ng, cßn E lµ ma 
trËn vu«ng ®¬n vÞ, nh©n ®îc bªn tr¸i víi A (hoÆc bªn ph¶i víi B)). 

 6) ( )c c cAB B A=  

(ChuyÓn vÞ cña mét tÝch hai ma trËn nh©n ®îc b»ng tÝch c¸c chuyÓn vÞ cña hai ma trËn 
Êy tÝnh theo thø tù ngîc l¹i). 

Chó ý: Tõ AB = o nãi chung kh«ng suy ra A = o hoÆc B = o ®îc. Tõ AB = AC 
nãi chung kh«ng suy ra B = C ®îc.  

 

3. Ma trËn nghÞch ®¶o 
a) §Þnh nghÜa 

Cho ma trËn vu«ng cÊp n: A = (aij)n,n. NÕu tån t¹i mét ma trËn vu«ng X cÊp n, sao 
cho: AX = XA = E (ma trËn ®¬n vÞ cÊp n) th× X ®îc gäi lµ ma trËn nghÞch ®¶o cña ma 
trËn A, kÝ hiÖu  

  X = A--1 

Ma trËn nghÞch ®¶o cña ma trËn A tån t¹i khi vµ chØ khi A 0≠ , khi ®ã ta nãi  

A lµ ma trËn vu«ng kh«ng suy biÕn. 
 

b)  C«ng thøc t×m ma trËn nghÞch ®¶o cña A 

  1 *1
A A

A
− =  

trong ®ã A* ®îc gäi lµ ma trËn phô hîp cña ma trËn A:  

  A* = 

11 21 31 n1

12 22 32 n2

1n 2n 3n nn

A    A    A   ...   A

A    A    A   ...   A

...     ...      ...    ...    ...

A    A    A   ...   A

 
 
 
 
 
  

 

lËp nªn tõ c¸c phÇn tö ijA  (phÇn phô ®¹i sè t¬ng øng cña ija  trong A) vµ phÐp chuyÓn 

vÞ: ( )c*
ij n,n

A A= . 

Trong tÝnh to¸n thùc hµnh, ®Ó t×m ma trËn nghÞch ®¶o cña A, ngêi ta dïng c¸c 

phÐp biÕn ®æi s¬ cÊp sau ®©y ®Ó ®a ma trËn ( )A E  (cÊp n × 2n) thµnh ma trËn ( )1E A− : 
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1)  §æi chç hai hµng hoÆc hai cét;  

2)  Nh©n c¸c phÇn tö cña mét hµng (cét) víi mét sè kh¸c 0;  

3)  Céng vµo c¸c phÇn tö cña mét hµng (cét) c¸c phÇn tö t¬ng øng cña mét hµng 
(cét) kh¸c sau khi ®∙ nh©n víi mét sè nµo ®ã. 

§«i khi, ta cßn cã thÓ gi¶i ngîc hÖ ph¬ng tr×nh ®¹i sè tuyÕn tÝnh:  

  AX Y=  

®Ó cã  1A Y X− = ,  

sau ®ã suy ra  1A .−  
 

c) TÝnh chÊt cña ma trËn nghÞch ®¶o:  

 1) ( ) 11A A  A
−− = ∀   kh«ng suy biÕn 

 2) ( ) ( )c 11 cA A
−− =  

 3) ( ) 1 1 1AB B A
− − −=  

4. H¹ng cña ma trËn 
a) §Þnh nghÜa 

CÊp cao nhÊt cña tö thøc (®Þnh thøc con) kh¸c kh«ng cña mét ma trËn ®îc gäi lµ 

h¹ng cña ma trËn ®ã. KÝ hiÖu  r(A) hoÆc rank(A). Ma trËn o cã r(o) = 0. (§Þnh thøc con 

cÊp ( )( )k 0 k min m;n≤ ≤  cña mét ma trËn Am,n lµ ®Þnh thøc lËp nªn tõ c¸c phÇn tö 

n»m t¹i giao cña k hµng vµ k cét bÊt k× cña ma trËn). 
 

b) C¸c ph¬ng ph¸p tÝnh r(A) 

+  Ph¬ng ph¸p I 

NÕu A ≠ o, ta xÐt c¸c tö thøc tõ cÊp thÊp lªn cÊp cao theo nguyªn t¾c lµ: Khi  gÆp 
mét ®Þnh thøc con D cÊp k nµo ®ã kh¸c kh«ng, ta cÇn tÝnh ®Õn c¸c ®Þnh thøc con cÊp  
(k + 1) chøa D, nÕu c¸c ®Þnh thøc nµy ®Òu b»ng 0 th×  r(A) = k. 

+  Ph¬ng ph¸p II 

Dïng c¸c phÐp biÕn ®æi s¬ cÊp tr×nh bµy ë môc 1.2.1.2 ®iÓm 3 cã thÓ ®a mét ma 
trËn bÊt kú vÒ d¹ng tam gi¸c hoÆc d¹ng h×nh thang (víi c¸c phÇn tö n»m ngoµi tam 
gi¸c hoÆc h×nh thang ®ã ®Òu b»ng 0) mµ vÉn gi÷ nguyªn h¹ng cña ma trËn ®ã. Víi c¸c 
d¹ng nµy, sè phÇn tö kh¸c 0 n»m trªn ®êng chÐo chÝnh sÏ b»ng h¹ng cña ma trËn. 

5. Dïng ma trËn gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh ®¹i sè tuyÕn tÝnh 
a) Trêng hîp sè ph¬ng tr×nh b»ng sè Èn 

Ta cã thÓ viÕt hÖ n ph¬ng tr×nh, n Èn sè díi d¹ng ma trËn: 

  AX B= .  
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NÕu ®Þnh thøc cña hÖ (còng lµ ®Þnh thøc cña ma trËn A) kh¸c 0 (hÖ Cramer) th× 
ma trËn A cã ma trËn nghÞch ®¶o vµ vect¬ nghiÖm cña hÖ sÏ lµ:  

  X = A-1B . 
b)  Trêng hîp hÖ m ph¬ng tr×nh n Èn sè víi m, n bÊt k× 

XÐt hÖ:    

  

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m2 2 mn n m

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

.................................................

a x a x ... a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

 (*)  

víi ma trËn ij m,nA (a )=  vµ ma trËn më réng ( )A A B  (cã m hµng vµ n+1 cét). 

§Þnh lý Cr«nÐcke-Capeli: 

HÖ (*) cã nghiÖm khi vµ chØ khi:  

  r(A) = r ( )A .  

Khi ®ã :  

+  NÕu  

  r(A) = r ( )A  = n (sè Èn cña hÖ)  

th× hÖ (*) lµ x¸c ®Þnh (cã nghiÖm duy nhÊt);  

+  NÕu  

  r(A) = r ( )A  < n  

th× hÖ (*) lµ v« ®Þnh (cã v« sè nghiÖm).  

Víi hÖ v« ®Þnh, ®Æt  r = r(A) = r ( )A  < n, ta sÏ chän ra mét ®Þnh thøc con kh¸c 0, 

cÊp  r cña A, tõ ®ã chän ra r Èn sè t¬ng øng (gäi lµ Èn (biÕn) c¬ së). C¸c Èn cßn l¹i sÏ 
lµ Èn (biÕn) tù do. B»ng c¸ch g¸n cho c¸c Èn tù do nh÷ng bé gi¸ trÞ tuú ý, råi gi¶i hÖ  
r ph¬ng tr×nh víi r Èn c¬ së ®∙ chän, ta sÏ nhËn ®îc mét nghiÖm cña hÖ ®∙ cho.  
Sè nghiÖm trë nªn v« ®Þnh v× cã v« sè c¸ch g¸n nh÷ng gi¸ trÞ tuú ý cho c¸c Èn tù do. 

Tõ ®Þnh lý Cr«nÐcke-Capeli, trong trêng hîp m = n, cã thÓ suy ra c¸c kÕt luËn vÒ 
sè nghiÖm cña hÖ nh ®∙ tr×nh bµy ë môc 1.2.1.1 ®iÓm 3. 

 

c) Ph¬ng ph¸p lo¹i dÇn Èn sè do Gauss ®a ra ®Ó gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh ®¹i sè tuyÕn 
tÝnh. C¬ së cña ph¬ng ph¸p nµy lµ dïng c¸c phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng ®a ma trËn 
më réng cña hÖ vÒ d¹ng tam gi¸c hoÆc d¹ng h×nh thang. §èi víi hÖ míi, viÖc t×m lÇn 
lît c¸c gi¸ trÞ cña Èn sè sÏ dÔ dµng h¬n rÊt nhiÒu, nhÊt lµ khi ta sö dông m¸y tÝnh. 
§©y lµ mét ph¬ng ph¸p gi¶i ®óng vµ hiÖu qu¶, nhng ®èi víi c¸c hÖ phøc t¹p, ta chØ 
nhËn ®îc kÕt qu¶ gÇn ®óng do ph¶i lµm trßn sè.  

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 1 - to¸n häc  39 

 

1.2.2. Hµm sè 

1.2.2.1. MiÒn x¸c ®Þnh vµ miÒn gi¸ trÞ cña mét hµm sè 

NÕu øng víi mét ®iÓm n
1 2 nM(x ; x ; ...; x ) ,∈ Ω ⊂ ℜ  ta cã quy luËt f ®Ó x¸c ®Þnh 

mét gi¸ trÞ thùc U = f(M) th× ta nãi U lµ hµm cña n biÕn sè ( )ix i 1;n= . Ω ®îc gäi lµ 

miÒn x¸c ®Þnh (hay tËp x¸c ®Þnh) cña hµm U. TËp tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ U cã ®îc, øng víi 
mäi ®iÓm M thuéc miÒn x¸c ®Þnh ®îc gäi lµ miÒn gi¸ trÞ (hay tËp gi¸ trÞ) cña hµm sè. 

§Æc biÖt, khi n = 1, ta cã hµm mét biÕn. MiÒn  x¸c ®Þnh vµ miÒn gi¸ trÞ cña hµm 
mét biÕn lµ nh÷ng tËp con, n»m trong (hoÆc trïm kh¾p) tËp sè thùc ℜ. 

1.2.2.2. Hµm s¬ cÊp 
1. Hµm s¬ cÊp c¬ b¶n lµ c¸c hµm lòy thõa, mò, l«garit, hµm lîng gi¸c, lîng gi¸c 

ngîc vµ c¸c hµm hypecb«lic (cña mét biÕn x): shx, chx, thx, cothx.  

a) Hµm lòy thõa cã d¹ng:  

  y xα=   

víi α lµ mét h»ng sè thùc nµo ®ã. 

b) Hµm mò cã d¹ng:  

  xy a=   

víi 0 a 1< ≠  lµ c¬ sè h»ng sè nµo ®ã. 

c) Hµm l«garit:  

  ay log x=   

víi 0 a 1< ≠  lµ c¬ sè h»ng sè. §©y lµ hµm ngîc cña hµm mò cã cïng c¬ sè 

d) Hµm lîng gi¸c:  

  y sin x;   y cos x;   y tgx;   y cot gx.= = = =  

e) Hµm lîng gi¸c ngîc:   

                    y arcsin x;   y arccos x;   y arctgx;   y arc cot gx.= = = =  

f) Hµm hypecb«lic lµ tªn gäi chung cho c¸c hµm sè sau: 

 1) 
x xe e

y shx
2

−−
= =  (§äc lµ sin-hypecb«n cña x). 

 2) 
x xe e

y chx
2

−+
= =               (§äc lµ c«sin-hypecb«n cña x). 

 3) 
x x

x x

e e shx
y thx

chxe e

−

−
−

= = =
+

 (§äc lµ tang-hypecb«n cña x). 

 4) 
x x

x x

e e chx
y coth x

shxe e

−

−
+

= = =
−

 (§äc lµ cotang-hypecb«n cña x). 
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§éc gi¶ cã thÓ t×m ®îc miÒn x¸c ®Þnh, miÒn gi¸ trÞ, ®å thÞ cña mçi hµm sè kÓ 
trªn vµ c¸c tÝnh chÊt cña chóng trong c¸c s¸ch gi¸o khoa.  

2. Hµm s¬ cÊp lµ hµm (mét hoÆc nhiÒu biÕn) cho bëi mét biÓu thøc gi¶i tÝch duy nhÊt. 
(BiÓu thøc gi¶i tÝch lµ mét biÓu thøc bao gåm mét sè h÷u h¹n c¸c phÐp tÝnh sè häc, 
phÐp tÝnh hµm hîp ®èi víi c¸c hµm s¬ cÊp c¬ b¶n vµ h»ng sè).  

 

1.2.2.3. Giíi h¹n vµ sù liªn tôc cña hµm sè 

1. Giíi h¹n hµm sè 

Hµm U = f(M) ®îc gäi lµ cã giíi h¹n L trong qu¸ tr×nh 0M M→  nÕu vµ chØ nÕu: 

0,∀ε >  nhá tïy ý cho tríc, ta lu«n t×m ®îc mét sè δ = δ(ε; M0) (tøc lµ δ phô thuéc 

vµo ε vµ M0) sao cho khi M r¬i vµo δ-l©n cËn cña ®iÓm M0 th× gi¸ trÞ f(M) sÏ r¬i vµo  
ε-l©n cËn cña L.  

§Þnh nghÜa giíi h¹n hµm sè theo ng«n ng÷ ε; δ  nh trªn cã thÓ viÕt mét c¸ch 
ng¾n gän nh sau:  

  ( ) ( ){ }
0

0 0
M M

lim f M L 0 ;M : 0 MM f(M) L .
→

= ⇔ ∀ε > ∃δ = δ ε < < δ ⇒ − < ε  

Víi hµm mét biÕn, ta cã: 

 ( ) ( ){ }
0

0 0
x x
lim f x L 0 ;x : 0 x x f(x) L
→

= ⇔ ∀ε > ∃δ = δ ε < − < δ ⇒ − < ε  

vµ trong qu¸ tr×nh x :→ ∞  

 ( ) ( ){ }
x
lim f x L 0 N N : x N f(x) L .
→∞

= ⇔ ∀ε > ∃ = ε > ⇒ − < ε  

2. Hµm liªn tôc 
a)  Hµm U = f(M) ®îc gäi lµ liªn tôc t¹i M0  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

0 0
M M M M M M

lim f M f M lim f lim f M f M 0.
→ → →

 ⇔ = ⇔ ∆ = − =   

Theo ®Þnh nghÜa nµy, hµm f(M) ph¶i x¸c ®Þnh t¹i M0 vµ t¹i l©n cËn M0; M0 ph¶i lµ 
mét ®iÓm tô trong miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè; trong qu¸ tr×nh M → M0 giíi h¹n cña hµm 
sè ph¶i tån t¹i vµ h¬n n÷a giíi h¹n nµy ph¶i b»ng f(M0). 

NÕu mét trong c¸c ®iÒu kiÖn cÇn nªu trªn kh«ng tho¶ m∙n, hµm f(M) bÞ gi¸n ®o¹n 
t¹i M0. 

 

b) §Ó ph©n lo¹i ®iÓm gi¸n ®o¹n cña hµm mét biÕn, ngêi ta chia c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n 
lµm hai lo¹i: 

+  NÕu t¹i ®iÓm x0 tån t¹i giíi h¹n bªn ph¶i ( )
0x x 0

lim f x
→ +

 (trong qu¸ tr×nh 0x x→  

th× 0x x≥ ) vµ giíi h¹n bªn tr¸i ( )
0x x 0

lim f x
→ −

 (trong qu¸ tr×nh 0x x→  th× 0x x≤ ) 

th× x0 ®îc gäi lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i I. HiÖu 
0 0x x 0 x x 0

lim f(x) lim f(x)
→ + → −

− = A ®îc 
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gäi lµ bíc nh¶y cña hµm sè t¹i x0. §Æc biÖt, nÕu bíc nh¶y A = 0, th× x0 ®îc 
gäi lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n bá ®îc. 

+  §iÓm gi¸n ®o¹n kh«ng thuéc lo¹i I sÏ ®îc gäi lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i II. Víi lo¹i 
®iÓm gi¸n ®o¹n nµy, hµm sè cã bíc nh¶y v« h¹n khi qua ®iÓm x0.  

c)  Liªn tôc ®Òu 

Theo c¸c ®Þnh nghÜa trªn, hµm U = f(M) ®îc gäi lµ liªn tôc t¹i M0 tøc lµ: 

  ( ) ( )
0

0
M M

lim f M f M
→

=  

  ( ){ }0 0 00 ;M : 0 MM f(M) f(M )⇔ ∀ε > ∃δ = δ ε < < δ ⇒ − < ε  

NÕu ∃δ = δ(ε) (chØ phô thuéc ε) chung cho mäi ®iÓm M0 thuéc mét miÒn Ω nµo 
®ã th× ta nãi hµm f(M) liªn tôc ®Òu trªn Ω . 

 

d)  TÝnh liªn tôc cña hµm s¬ cÊp 

Hµm s¬ cÊp U = f(M) liªn tôc t¹i mäi ®iÓm M0 thuéc miÒn x¸c ®Þnh cña nã. 
 

1.2.3. PhÐp tÝnh vi ph©n 

1.2.3.1. §¹o hµm vµ vi ph©n cña hµm mét biÕn 

1. §¹o hµm cña hµm mét biÕn 
a) §Þnh nghÜa 

§¹o hµm t¹i mét ®iÓm x cña hµm y = f(x) lµ giíi h¹n (nÕu cã) cña tû sè gi÷a sè 
gia hµm sè (t¬ng øng víi sè gia ®èi sè) vµ sè gia ®èi sè, khi sè gia ®èi sè tiÕn ®Õn 0: 

( ) ( ) ( )
x 0 x 0

f x x f xy
lim lim y ' x

x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆
= =

∆ ∆
 

b) ý nghÜa h×nh häc cña ®¹o hµm 

Gi¸ trÞ y'(x) b»ng hÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè (C): y = f(x) t¹i ®iÓm 
M(x; f(x)) trªn (C). 

c)  ý nghÜa c¬ häc cña ®¹o hµm 

Gi¸ trÞ y'(x) b»ng tèc ®é biÕn thiªn cña y theo x t¹i ®iÓm x. NÕu xÐt mét chuyÓn 
®éng th¼ng, cã ph¬ng tr×nh chuyÓn ®éng s = s(t), th× s'(t) cho ta tèc ®é tøc thêi v(t) cña 
chÊt ®iÓm t¹i thêi ®iÓm t, cßn v'(t) (tøc lµ s"(t)) sÏ cho gia tèc tøc thêi. 

2. Vi ph©n cña hµm mét biÕn 
a) §Þnh nghÜa:  

NÕu t¹i ®iÓm x, sè gia hµm sè cã thÓ biÓu diÔn díi d¹ng y A x 0( x)∆ = ∆ + ∆  

trong ®ã: A lµ hÖ sè chØ phô thuéc x (kh«ng phô thuéc sè gia ®èi sè)  cßn )(0 x∆ lµ mét 

v« cïng bÐ bËc cao h¬n x∆ trong qu¸ tr×nh x 0∆ →  (nghÜa lµ 
x 0

0( x)
lim 0

x∆ →

∆
=

∆
), th× ta 
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nãi: hµm y = f(x) kh¶ vi t¹i x; ®¹i lîng A x∆  (phÇn chÝnh cña sè gia hµm sè) ®îc gäi 
lµ vi ph©n (cÊp mét) cña hµm sè, kÝ hiÖu lµ dy hay df t¹i x. 

 

b)  §èi víi hµm mét biÕn, kh¶ vi t¹i x t¬ng ®¬ng víi cã ®¹o hµm t¹i x vµ  

  dy = f'(x)dx = f'(x) x∆  
Trêng hîp x lµ mét hµm cña biÕn kh¸c, c«ng thøc dy = f'(x)dx vÉn cßn ®óng, 

ngêi ta nãi ®ã lµ tÝnh bÊt biÕn cña c«ng thøc vi ph©n. (Chó ý: c«ng thøc dy =  f'(x) x∆  
chØ ®óng cho trêng hîp x lµ biÕn sè ®éc lËp. Khi x x(t)=  th× x dx 0( t) dx∆ = + ∆ ≠ ). 

 

c) C«ng thøc gÇn ®óng nhê vi ph©n cÊp mét 

NÕu f'(x) kh«ng triÖt tiªu th× y dy∆ ≈  hay lµ ( ) ( ) ( )f x x f x f ' x x+ ∆ ≈ + ∆  

3) C¸c c«ng thøc c¬ b¶n vÒ ®¹o hµm hµm mét biÕn (Chó ý tíi miÒn x¸c ®Þnh cña 
mçi c«ng thøc, kh«ng ®îc viÕt ra ë ®©y) 

 

1)   (C)' = 0 (C = const) 13)  (tgx)' = ( )2
2

1
1 tg x

cos x
= +  

2)   (u ± v)' = u' ± v' 14)  (cotgx)' = ( )2
2

1
1 cot g x

sin x
− = − +  

3)   (uv)' = u'v + uv' 15)  (secx)' = 
2

sin x

cos x
 

4)  
' ' '

2

u u v uv
  (v 0)

v v

−  = ≠ 
 

 16)  (cosecx)' = 
2

cosx

sin x
−  

5)   y = f(u), u = u(x) ⇒  y'x = f'u u'x 17)  (arcsinx)' = 
2

1

1 x−
 

6)  ( )' 1x xα α−= α  18)  (arccosx)' = 
2

1

1 x
−

−
 

7)  ( )'x xa a n a (0 a 1)= < ≠l  19)  (arctgx)' = 2x1
1

+
 

8)  ( )' u '
u

2 u
=  20)  (arccotgx)' = 

2

1

1 x
−

+
 

9)  ( )'n xl  = 
1

x
 21)  (shx)' = chx 

10) ( )'aog xl  = 
1

x n al
 22)  (chx)' = shx 

11)  (sinx)' = cosx 23)  (thx)' = 2
2

1
1 th x

ch x
= −  

12)  (cosx)' = – sinx 24)  (cothx)' = 2
2

1
1 coth x

sh x
− = −  
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4. §¹o hµm vµ vi ph©n cÊp cao cña hµm mét biÕn 
a) §Þnh nghÜa 

XÐt hµm y = f(x) x¸c ®Þnh trªn tËp X ⊂ ℜ , gi¶ sö hµm nµy cã ®¹o hµm y' = f'(x) 
vµ vi ph©n cÊp mét dy = f'(x)dx t¹i mäi 1x X X ,⊂ ⊂ ⊂ ℜ  th× ta cã thÓ tÝnh ®¹o hµm 

cña y' trªn tËp X1. Ta cã (y')' = y"(x) lµ ®¹o hµm cÊp hai vµ d2y = f"(x)dx2 lµ vi ph©n 
cÊp hai cña y = f(x).  

NÕu t¹i mäi n 1 n 2 1x X X ... X X− −⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ℜ , hµm ®îc xÐt cã ®¹o hµm tíi 

cÊp (n −1), ta cã thÓ tÝnh ®¹o hµm cÊp n (n nguyªn, n 1)≥ lµ: 
'(n) (n 1)y y − =   , còng nh 

vi ph©n cÊp n cña hµm ®∙ cho: dny = y(n)dxn (KÝ hiÖu dxn lµ (dx)n viÕt t¾t). 
 

b) §¹o hµm vµ vi ph©n cÊp cao cña mét sè hµm quen thuéc 

  

( )
( )

(n) n (n) n

(n) n (n) n

n 1(n) n 1 n (n) n
n 1

y sin x; y sin x n ; d y y dx ;
2

y cos x; y cos x n ; d y y dx ;
2

ax b ad bc
y ; y 1 n!c ; d y y dx ; ...

cx d cx d

− −
+

π = = + = 
 

π = = + = 
 

+ −
= = − =

+ +

 

c) C«ng thøc Tayl¬ (Taylor) 

Gi¶ sö hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm ®Õn cÊp n + 1 t¹i  mäi x thuéc l©n cËn ®iÓm x0. 
Khi ®ã, ta cã c«ng thøc Tayl¬: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 0
0 0 0

f ' x f '' x
f x f x x x x x ......

1! 2!
= + − + − + +  

           
( ) ( ) ( ) ( )
n

n0
0 n

f x
x x R x

n!
+ − +  

trong ®ã: phÇn d thø n: 

    ( )
( ) ( )

( ) ( )
n 1

0 0 n 1
n 0

f x x x
R x x x

n 1 !

+
+ + θ − = −

+
,        ( )0 1≤ θ < . 

Tõ c«ng thøc Tayl¬, nÕu chØ gi÷ l¹i hai sè h¹ng: 

  ( ) ( ) ( ) ( )'
0 0 0 0f x f x f x x x x x = + + θ − −   

ta sÏ ®îc c«ng thøc sè gia giíi néi cña Lagrange. 
 

d) C«ng thøc Mac-l«-ranh (Marlaurin) 

Gi¶ sö hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm ®Õn cÊp n+1 t¹i mäi x thuéc l©n cËn ®iÓm 0. 
Khi ®ã, víi ,00 =x c«ng thøc Tayl¬ trë thµnh c«ng thøc Mac-l«-ranh: 
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(n)

2 n
n

f '(0) f ''(0) f (0)
f(x) f(0) x x ...... x R (x)

1! 2! n !
= + + + + + , 

trong ®ã, phÇn d thø n: 

  
( ) ( )
( )

n 1
n 1

n
f x

R (x) x
n 1 !

+
+θ

=
+

,  ( )0 1≤ θ < . 

Ngêi ta dïng c¸c c«ng thøc Tayl¬ vµ Mac-l«-ranh ®Ó tÝnh gÇn ®óng gi¸ trÞ hµm 
f(x) t¹i l©n cËn x0. 

 

1.2.3.2. §¹o hµm vµ vi ph©n cña hµm n-biÕn 

1. §¹o hµm riªng cña hµm n-biÕn  

  u = f(M) víi n
1 2 nM(x ;x ;...;x ) .∈ Ω ⊂ ℜ  

a) §Þnh nghÜa 

§¹o hµm riªng theo ®èi sè xk t¹i mét ®iÓm M cña hµm u = f(M) lµ giíi h¹n  

(nÕu cã) cña tû sè gi÷a sè gia riªng cña hµm sè (t¬ng øng víi sè gia ®èi sè xk) vµ sè 
gia ®èi sè, khi sè gia ®èi sè tiÕn ®Õn 0. 

k

k

x 0 k

u
lim

x∆ →

∆
=

∆
 

     
( ) ( )1 k 1 k k k 1 n 1 k 1 k k 1 n

x 0 k

f x ;...;x ;x x ;x ; ...;x f x ;...;x ;x ;x ;...;x
lim

x
− + − +

∆ →

+ ∆ −
= =

∆

      
k

'
x

k

u
u

x

∂
= =

∂
 

b) ý nghÜa h×nh häc cña ®¹o hµm riªng:  

§Ó ®¬n gi¶n, ta xÐt trêng hîp n = 2. Khi ®ã gi¸ trÞ 
k M

u

x

∂
∂

b»ng hÖ sè gãc cña 

tiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm M cña giao tuyÕn gi÷a hai mÆt cã ph¬ng tr×nh: ( )1 2u u x ; x=  vµ 

kx const=  víi k 1 2= ∨  trong kh«ng gian ba chiÒu 3 .ℜ   
 

c) ý nghÜa c¬ häc cña ®¹o hµm riªng:  

Gi¸ trÞ 
k M

u

x

∂
∂

 b»ng tèc ®é biÕn thiªn cña u theo xk t¹i ®iÓm M.  

 

2. Vi ph©n cña hµm n-biÕn 
a) §Þnh nghÜa 

NÕu t¹i ®iÓm M, sè gia toµn phÇn cña hµm sè u = f(M) cã thÓ biÓu diÔn díi d¹ng: 
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   ( )1 1 2 2 k k n nu A x A x ... A x ... A x 0∆ = ∆ + ∆ + + ∆ + + ∆ + ∆ρ   

trong ®ã: Ak (k = 1; 2; ...; n) lµ c¸c hÖ sè chØ phô thuéc M (kh«ng phô thuéc sè gia c¸c 

®èi sè) cßn ( )0 ∆ρ  lµ mét v« cïng bÐ bËc cao h¬n ( )
n

2
i

i 1

x
=

∆ρ = ∆∑  trong qu¸ tr×nh 

0,∆ρ →  th× ta nãi: hµm u = f(M) kh¶ vi t¹i M; 
n

i i
i 1

du A x
=

= ∆∑  (phÇn chÝnh cña sè gia 

hµm sè) ®îc gäi lµ vi ph©n (cÊp mét) cña hµm sè, kÝ hiÖu lµ du hay df. Tõ ®Þnh nghÜa, 
cã thÓ tÝnh ®îc:  

  i
i M

u
A .

x

∂
=

∂
 

b) Chó ý 

§èi víi hµm nhiÒu biÕn, kh¶ vi t¹i M cã nghÜa lµ hµm cã c¸c ®¹o hµm riªng theo 
c¸c biÕn t¹i M, nhng cã c¸c ®¹o hµm riªng cha ®ñ ®Ó hµm kh¶ vi. Ngêi ta chøng 
minh r»ng: NÕu hµm nhiÒu biÕn cã c¸c ®¹o hµm riªng liªn tôc t¹i M th× hµm ®ã kh¶ vi 
t¹i M. 

 

c) C«ng thøc gÇn ®óng nhê vi ph©n cÊp mét:  

NÕu du kh¸c 0 (c¸c ®¹o hµm riªng kh«ng ®ång thêi triÖt tiªu) th×: 

  u du∆ ≈           

hay lµ:        ( ) ( )
0

n

0 i
ii 1 M

u
f M f M x

x=

∂
≈ + ∆

∂∑  

 

3. §¹o hµm vµ vi ph©n cÊp cao cña hµm n-biÕn 
 

a) Víi hµm n-biÕn: u = f(M) cã n ®¹o hµm riªng cÊp mét trªn mét miÒn nµo ®ã trong 
kh«ng gian n-chiÒu, ta cã thÓ tÝnh c¸c ®¹o hµm riªng theo mçi biÕn cña c¸c ®¹o hµm 

riªng cÊp mét ®ã vµ sÏ ®îc c¸c ®¹o hµm riªng cÊp hai: ( )
2

i j

u
i; j 1, n

x x

∂
=

∂ ∂
. SÏ cã 

tÊt c¶ n2 ®¹o hµm riªng cÊp hai, trong sè ®ã cã n ®¹o hµm vu«ng (i = j) vµ n(n − 1) 

®¹o hµm riªng ch÷ nhËt (i ≠ j). T¬ng tù, ta cã thÓ ®Þnh nghÜa c¸c ®¹o hµm riªng cÊp 
k = 3; 4; 5; ... 

§Þnh lý Svac:  

NÕu hµm ®îc xÐt liªn tôc cïng c¸c ®¹o hµm riªng cña nã th× ®¹o hµm riªng cÊp 
cao theo c¸c biÕn sÏ kh«ng phô thuéc vµo thø tù lÊy ®¹o hµm. (Khi ®ã, sè c¸c ®¹o hµm 
riªng ph¶i t×m sÏ gi¶m ®i ®¸ng kÓ). 
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b) ViÖc tÝnh vi ph©n cÊp cao cña hµm nhiÒu biÕn phøc t¹p h¬n nhiÒu so víi hµm mét 
biÕn. §Ó ®¬n gi¶n, ta chØ xÐt trêng hîp n-biÕn ®éc lËp vµ cã c¸c c«ng thøc sau ®©y: 

  
2

2
1 2 n

1 2 n

d u x x ... x u
x x x

 ∂ ∂ ∂
= ∆ + ∆ + + ∆ ∂ ∂ ∂ 

 

  ... 

  
k

k
1 2 n

1 2 n

d u x x ... x u.
x x x

 ∂ ∂ ∂
= ∆ + ∆ + + ∆ ∂ ∂ ∂ 

 

C¸c c«ng thøc trªn ®îc viÕt theo quy íc ®Ó dÔ nhí, ch¼ng h¹n víi hµm hai biÕn:  

  u = f(x; y),  

ta cã:  ( ) ( )
22 2 2

2 22
2 2

u u u
d u x 2 x y y x y u

x y x yx y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ∆ + ∆ ∆ + ∆ = ∆ + ∆ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  

 

  ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3

3 2 2 33
3 2 2 3

u u u u
d u x 3 x y 3 x y y

x x y x y y

∂ ∂ ∂ ∂
= ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

         
3

x y u
x y

 ∂ ∂
= ∆ + ∆ ∂ ∂ 

  

  ... 
 

c)  C«ng thøc Tayl¬ cho hµm n-biÕn 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k 1
0 0 0

1 1 1
f M f M df M .... d f M d f M ,

1! k! k 1 !
+= + + + +

+
 

trong ®ã, M  lµ mét ®iÓm n»m trong l©n cËn M0 vµ cã “kho¶ng c¸ch” ®Õn M0 nhá h¬n 
M0M. Khi chän M0 trïng víi gèc to¹ ®é O cña kh«ng gian n-chiÒu, c«ng thøc Tayl¬ trë 
thµnh c«ng thøc Mac-l«- ranh.  

4. §¹o hµm cña hµm sè hîp vµ hµm Èn 
a) §¹o hµm hµm hîp 

+  NÕu u = f(x, y, z) víi x = x(t), y = y(t), z = z(t) th× u sÏ lµ hµm hîp ®èi víi t: 

                 
du

dt
=

f dx

x dt

∂
∂

 +
f dy

y dt

∂
∂

  +
f dz

z dt

∂
∂

   

+  NÕu  u = f(x, y, z) víi  z = z(x; y) th× u sÏ lµ hµm hîp ®èi víi hai biÕn x, y: 

  
( )

( )

y;z const

x;z const

u u u z
;

x x z x

u u u z

y y z y

=

=

∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
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+  NÕu  u = f(x; y) víi y = y(x) th× u sÏ lµ hµm hîp ®èi víi x: 

  
du u u y

dx x y x

∂ ∂ ∂
= + ⋅

∂ ∂ ∂
 

b) §¹o hµm hµm Èn 

+  NÕu trong hÖ thøc: F(x, y) = 0 cã chøa hµm Èn y = y(x), th×: 

  
'

' x
x '

y

F
Fdy xy

Fdx F
y

∂
∂= = − = −
∂
∂

  ( )'
yF 0≠    

+  NÕu trong hÖ thøc: F(x, y, z) = 0 cã chøa hµm Èn z = z(x, y), th×: 

  

( )'
x

'
'x
z'

z

'
y'

y '
z

F
Fz xz F 0 ;

Fx F
z
F

Fz y
z

Fy F
z

∂
 ∂ ∂= = − = − ≠ ∂∂
 ∂
 ∂

∂ ∂
= = − = − ⋅ ∂∂

∂

     

+  NÕu trong hai hÖ thøc:  

  
F(x; y; z; u; v) 0;

G(x; y; z; u; v) 0,

=
 =

 

cã chøa hai hµm Èn u(x; y; z) vµ v(x; y; z) th× víi ®iÒu kiÖn c¸c mÉu thøc kh¸c 0: 

  

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

' ' '
x y z

' ' '
x y z

D F; G D F; G D F; G

D x; v D y; v D z; v
u ; u ; u ;

D F; G D F; G D F; G

D u; v D u; v D u; v

D F; G D F; G D F; G

D u; x D u; y D u; z
v ; v ; v .

D F; G D F; G D F; G

D u; v D u; v D u; v

= − = − = −

= − = − = −

 

Trong c¸c c«ng thøc trªn, ta ®∙ sö dông c¸c ký hiÖu cña Jac«bi, ch¼ng h¹n: 

    
( )
( )

F F
D F; G x y

D x; y G G

x y

∂ ∂
∂ ∂

=
∂ ∂
∂ ∂
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1.2.3.3. Cùc trÞ t¬ng ®èi vµ cùc trÞ tuyÖt ®èi cña hµm sè 

1. Cùc trÞ cña hµm n-biÕn sè  

a) XÐt hµm n-biÕn y = f(M) víi M ∈ Ω ⊆ Rn. NÕu f(M0) ≥ f(M) (*) ∀M ∈ ε-l©n cËn 
cña M vµ ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi M ≡ M0 th× ta nãi hµm y = f(M) ®¹t cùc ®¹i 
(t¬ng ®èi) t¹i M0, gi¸ trÞ cùc ®¹i lµ f(M0), ký hiÖu: ymax = yc® = f(M0). 

T¬ng tù, thay cho (*), nÕu cã f(M0) ≤ f(M) (**), th× ta nãi hµm y = f(M) ®¹t cùc 
tiÓu (t¬ng ®èi) t¹i M0, gi¸ trÞ cùc tiÓu lµ f(M0), ký hiÖu: ymin = yct = f(M0). 

Trong hai ®Þnh nghÜa trªn, khi nãi tíi ε-l©n cËn, ta coi ®ã lµ tËp tÊt c¶ c¸c ®iÓm M 
cã kho¶ng c¸ch tíi M0 (tøc ®é dµi MM0 ) ≤ ε. Nh vËy, khi nãi tíi cùc ®¹i (hay cùc 
tiÓu) t¬ng ®èi t¹i M0, mÆc nhiªn cÇn hiÓu M0 lµ mét ®iÓm trong cña miÒn Ω (tøc lµ, cã 

tån t¹i Ýt nhÊt mét δ-l©n cËn cña M0 bao hµm trong Ω). V× ý nghÜa ®ã, ymax vµ ymin chØ 
mang tÝnh ®Þa ph¬ng vµ ®îc gäi lµ cùc trÞ t¬ng ®èi. 

b) NÕu bÊt ®¼ng thøc (*) [hoÆc (**)] tho¶ m∙n víi mäi ®iÓm M thuéc miÒn Ω, ta nãi 
hµm y = f(M) ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt [hoÆc nhá nhÊt] t¹i M0. Gi¸ trÞ lín nhÊt (GTLN)  lµ  

x D
max y

∈
[hoÆc gi¸ trÞ nhá nhÊt (GTNN) lµ 

x D
min y

∈
] b»ng f(M0). GTLN vµ GTNN  ®îc 

gäi lµ cùc trÞ tuyÖt ®èi cña hµm ®∙ cho trªn miÒn Ω.  

c)  §Ó t×m cùc trÞ tuyÖt ®èi trªn mét miÒn Ω, ta thêng t×m cùc trÞ t¬ng ®èi, sau ®ã so 
s¸nh chóng víi c¸c gi¸ trÞ cña hµm trªn biªn cña Ω ®Ó x¸c ®Þnh GTLN vµ GTNN. 
Kh¸c víi cùc trÞ t¬ng ®èi, nÕu cã, chØ cã thÓ ®¹t t¹i ®iÓm trong cña miÒn Ω, GTLN 
vµ GTNN cña hµm sè cã thÓ ®¹t t¹i mét ®iÓm hay t¹i mét miÒn n»m trong hoÆc trªn 
biªn cña Ω. 

2. §iÒu kiÖn cÇn ®Ó cã cùc trÞ (t¬ng ®èi) cña hµm n- biÕn 
NÕu hµm y = f(M) ®¹t cùc trÞ (t¬ng ®èi) t¹i M0 vµ c¸c ®¹o hµm riªng cña hµm 

tån t¹i (x¸c ®Þnh, h÷u h¹n) trong l©n cËn M0 (kÓ c¶ M0) th×:   

         gradf 0=
 

  t¹i M0                                                

ë ®©y, 
n

k
kk=1

f
gradf i  f

x
= ,∂

=
∂

∇∑
  

 víi ki


 lµ vect¬ ®¬n vÞ trªn trôc xk vµ ®iÒu kiÖn 

trªn cã thÓ viÕt díi d¹ng: 

0
k M

f
0  (k 1 n)

x

∂
= = ÷

∂
. 

§iÓm M0 tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn trªn ®îc gäi lµ ®iÓm dõng. Nh vËy, nÕu t¹i ®iÓm 
cùc trÞ, c¸c ®¹o hµm riªng tån t¹i th× chóng ph¶i triÖt tiªu, c¸c ®iÒu kiÖn nµy lµ nh÷ng 
®iÒu kiÖn cÇn cña cùc trÞ. Dùa trªn ®iÒu kiÖn cÇn, ta sÏ t×m cùc trÞ cña hµm sè chØ t¹i c¸c 

®iÓm dõng hoÆc c¸c ®iÓm mµ t¹i ®ã, Ýt nhÊt mét ®¹o hµm riªng 
k

f

x

∂
∂

 kh«ng tån t¹i (C¸c 

®iÓm nµy ®îc gäi chung lµ c¸c ®iÓm tíi h¹n cña hµm sè).  
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3. §iÒu kiÖn ®ñ cña cùc trÞ t¬ng ®èi 

a)  Hµm sè kh¶ vi U = f(M) chØ cã thÓ ®¹t cùc trÞ t¹i c¸c ®iÓm dõng M0 mµ t¹i ®ã:  

  df(M0) = 0.  
T¹i ®iÓm Mo, hµm f(M) cã:  

+  Cùc ®¹i nÕu: 

  df(M0) = 0,   d2f(M0) < 0;  
+  Cùc tiÓu nÕu: 

  df(M0) = 0,   d2f(M0) > 0. 
NÕu df(M0) = 0, d2f(M0) = 0, cÇn xÐt thªm dÊu cña vi ph©n cÊp cao h¬n cña hµm f 

t¹i M0. 
 

b) Víi hµm sè cña hai biÕn sè ®éc lËp: z = f(x, y), ta xÐt cùc trÞ nh sau:  

+  Gi¶i hÖ hai ph¬ng tr×nh  

  f'x(x, y) = 0;  

  f'y(x, y) = 0  

®Ó t×m ®iÓm dõng M0(x0, y0) (nÕu cã).  

+  TÝnh  

  D = B2−AC,  

víi A = ( )''
xx 0f M , B = ( )''

xy 0f M , C = ( )''
yy 0f M . 

NÕu D < 0 vµ A > 0 (C > 0) th× cã cùc tiÓu t¹i M0. 

NÕu D < 0 vµ A < 0 (C < 0) th× cã cùc ®¹i t¹i M0. 

NÕu D > 0 th× kh«ng cã cùc trÞ t¹i M0. 

NÕu D = 0 th× t¹i M0 cã thÓ cã cùc trÞ hoÆc kh«ng, cÇn xÐt thªm b»ng ph¬ng 
ph¸p kh¸c. 

 

c) Víi hµm kh¶ vi n-biÕn sè, ngoµi c¸ch xÐt ®iÒu kiÖn ®ñ nh ë môc a) (dïng vi ph©n 
cÊp mét, cÊp hai), ta cßn cã thÓ dïng ma trËn Heissein. §ã lµ mét ma trËn vu«ng 
H(M) cã d¹ng nh sau: 

  

2 2 2

2
1 2 1 ni

2 2 2
2

2
2 1 2 n2

i j

2 2 2

2
n 1 n 2 n

f f f
...

x x x xx

f f f
...f

x x x xx
x x

... ... ... ...

f f f
...

x x x x x

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂∂ 
 

∂ ∂ ∂  ∂  = ∂ ∂ ∂ ∂  ∂   ∂ ∂   
 

∂ ∂ ∂ 
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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Víi gi¶ thiÕt hµm f(M) kh¶ vi, cã ®¹o hµm riªng liªn tôc cho tíi cÊp hai, ma trËn 
Hessein H(M) lu«n lu«n lµ mét ma trËn vu«ng, ®èi xøng. Khi ®ã, c¸c tö thøc chÝnh cña 
ma trËn H(M0) ®îc tÝnh nh sau:  

  

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

0

0

0

2

1 0 2
1 M

2 2

2
1 21 2

2 0 2 2 M

2
2 1 2 M

n 0 0

f
M

x

f f
         

x xx
M AC B

f f
      

x x x

. . . 

M det H M .

 ∂
∆ =

∂

 ∂ ∂


∂ ∂∂
∆ = = −

 ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂


∆ =

 

Khi ®ã, c¸c ®iÒu kiÖn ®ñ cu¶ cùc trÞ t¬ng ®èi ®îc ph¸t biÓu theo 4 trêng hîp sau: 

1)  NÕu ∆j(M0) > 0 ∀j = 1, 2, ..., n, ma trËn H(M) ®îc gäi lµ x¸c ®Þnh d¬ng t¹i M0  
vµ hµm f ®¹t cùc tiÓu t¹i ®ã. 

2)  NÕu (−1)j ∆j(M0) > 0 ∀j = 1, 2, ..., n, tøc lµ: ∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, v.v... (dÊu cña 
c¸c tö thøc chÝnh ®an nhau, tö thøc víi chØ sè lÎ th× ©m, víi chØ sè ch½n th× 
d¬ng), ma trËn H(M) ®îc gäi lµ x¸c ®Þnh ©m t¹i M0 vµ hµm f ®¹t cùc ®¹i t¹i ®ã.  

3)  NÕu ∆1(M0) > 0 vµ ∆j(M0) ≥ 0 ∀j = 2, ..., n, ma trËn H(M) ®îc gäi lµ (b¸n) nöa 
x¸c ®Þnh d¬ng. 

NÕu ∆1(M0) < 0 vµ (−1)j∆j(M0) ≥ 0 ∀j = 2, ..., n, ma trËn H(M) ®îc gäi lµ (b¸n) 
nöa x¸c ®Þnh ©m. 

C¶ hai trêng hîp nµy ®Òu kh«ng cho ta kÕt luËn ngay vÒ cùc trÞ. CÇn dïng 
ph¬ng ph¸p kh¸c. 

4) NÕu H(M) kh«ng tho¶ m∙n tÊt c¶ c¸c trêng hîp nªu trªn, ta nãi ma trËn nµy 
kh«ng x¸c ®Þnh t¹i M0 vµ ®iÓm dõng nµy sÏ kh«ng ph¶i lµ ®iÓm cùc trÞ. 

5. Cùc trÞ cã ®iÒu kiÖn cña hµm n-biÕn 

Gi¶ sö ta ph¶i t×m cùc trÞ t¬ng ®èi cña hµm y = f(M) x¸c ®Þnh trªn miÒn Ω ⊆ Rn 

tho¶ m∙n m ®iÒu kiÖn:  gi(M) = bi  (i = 1, 2, ..., m).             

ë ®©y, m < n vµ c¸c hµm f, gi kh¶ vi, liªn tôc cïng víi c¸c ®¹o hµm riªng cña 
chóng tíi cÊp cÇn thiÕt. (Ch¼ng h¹n, víi n = 2, m = 1 ta sÏ ph¶i t×m cùc trÞ cña hµm hai 
biÕn  f(x1; x2) víi ®iÒu kiÖn g(x1; x2) = b).   

a) §Çu tiªn, ta xÐt hµm Lagrange:     

  L(M; λ) = f(M) + 
m

i
i 1=

λ∑ [gi(M) − bi]    

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 1 - to¸n häc  51 

 

lµ hµm cña (n + m) biÕn (tøc lµ x1, x2, ..., xn vµ λ1, λ2, ..., λm). Ngêi ta gäi c¸c tham sè 

λi (i = 1, 2, ..., m) lµ c¸c nh©n tö  Lagrange. 
 

b) XÐt ®iÒu kiÖn cÇn cña cùc trÞ cã ®iÒu kiÖn gåm c¸c bíc sau ®©y: 

1) T×m c¸c ®iÓm dõng cña hµm Lagrange, tøc lµ t×m nghiÖm cña hÖ gåm (m + n) 
ph¬ng tr×nh díi ®©y: 

  

m
i

i
j j ji 1

i i
i

gL f
0              (j 1,2,3, ...., n)

x x x
         

L
g (M) b 0                     (i 1,2,3, ....., m)

=

 ∂∂ ∂
= + λ = =

∂ ∂ ∂


∂ = − = =∂λ

∑
  

Gi¶ sö hÖ nµy cho ta c¸c ®iÓm dõng d¹ng: 

  ( )0 0 0 0 0
1 2 m 1 n, , ..., ;   x , ..., x  λ λ λ  

2) LËp ma trËn Hessein HL cu¶ hµm Lagrange vµ ®Æt nã vµo trong ma trËn viÒn 
HA(M), cã d¹ng:  

  ( )
( )m m

A

L

0 J

H M ........... .....

J ' H

×
 
 

=  
 
  






;   i

j m,n

g
J

x

 ∂
=   ∂ 

 

trong ®ã m m(O) ×  lµ ma trËn vu«ng gåm c¸c phÇn tö ®Òu b»ng 0, HL lµ ma trËn Hessein 

cña hµm Lagrange (gåm n hµng, n cét), ma trËn J vµ ma trËn chuyÓn vÞ J’ cña nã ®îc 
tÝnh theo c¸c ®¹o hµm riªng cÊp mét cña m hµm gi(M) theo n biÕn xj.   

 

c) XÐt ®iÒu kiÖn ®ñ cña cùc trÞ cã ®iÒu kiÖn. C¸c trêng hîp x¶y ra: 

1) NÕu (n − m) tö thøc chÝnh sau cïng cña HA t¹i M0 ®Òu d¬ng víi m ch½n hoÆc 
®Òu ©m víi m lÎ tøc lµ: 

 (−1)m∆j(M0; λ0) > 0  

( ) ch Ø sè

j 2m 1, ... ,m n 1, m n

n m

∀ = + + − +

−
   

th× M0 lµ ®iÓm cùc tiÓu t¬ng ®èi. 
 

2) NÕu (n − m) tö thøc chÝnh sau cïng cña HA t¹i M0 cã tÝnh ®an dÊu vµ tö thøc thø 
(2m + 1) ©m khi m ch½n, d¬ng khi m lÎ, tøc lµ:  

  (−1)j – m∆j(M0; λ0) > 0  

( ) 
j 2m 1, ... , m n 1, m n

n m chØ sè

∀ = + + − +

−
   

th× M0 lµ ®iÓm cùc ®¹i t¬ng ®èi. 
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3) NÕu ma trËn HA(M0; λ0) lµ b¸n x¸c ®Þnh d¬ng, tøc lµ: 

  (−1)m∆j(M0; λ0) ≥ 0; 

hoÆc b¸n x¸c ®Þnh ©m, tøc lµ:    

  (−1)j – m∆j(M0; λ0) ≥ 0; 

víi:

( ) 
j 2m 1, ... , m n 1, m n

n m chØ sè

∀ = + + − +

−
  th× ta cha thÓ kÕt luËn M0 lµ ®iÓm cùc trÞ hay 

kh«ng. GÆp trêng hîp nµy, ta ph¶i t×m ph¬ng ph¸p kh¸c ®Ó x¸c ®Þnh cùc trÞ. 

4) NÕu ma trËn HA kh«ng r¬i vµo ba trêng hîp trªn th× ta nãi HA lµ kh«ng x¸c ®Þnh 
t¹i M0 vµ ®iÓm dõng nµy kh«ng thÓ lµ ®iÓm cùc trÞ. 

5. C¸c quy t¾c kh¶o s¸t hµm mét biÕn 
a) Quy t¾c I (®Ó xÐt chiÒu biÕn thiªn vµ cùc trÞ) 

 

x x0  x x0 

y’ 
−       0




       + 
 y’ 

+       0



     − 

y yCT  y yC§ 
 

 

Chó ý lµ hµm f(x) ph¶i: liªn tôc trong kho¶ng (a, b) chøa ®iÓm tíi h¹n x0, cã ®¹o 
hµm f'(x) h÷u h¹n trong miÒn a < x < x0 vµ x0 < x < b vµ f'(x) ph¶i ®æi dÊu khi x chuyÓn 
qua x0, th× chiÒu biÕn thiªn vµ cùc trÞ cña f(x) ®îc xÐt nh ë b¶ng trªn. 

§iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó f(x) ®ång (nghÞch) biÕn trªn (a; b) lµ:  

  ( ) ( )( ) ( )f x 0 f ' x 0  x a; b ,≥ ≤ ∀ ∈  

®¼ng thøc f'(x) = 0 kh«ng x¶y ra trªn mét kho¶ng liªn tôc, mµ chØ cã thÓ x¶y ra t¹i  mét 
sè ®iÓm rêi r¹c trong (a; b). 

 

b) Kh¶o s¸t tÝnh låi, lâm, t×m ®iÓm uèn cña ®å thÞ hµm sè 

+  NÕu x (a; b),∀ ∈  f"(x) > 0 th× hµm f(x) låi (§å thÞ quay bÒ lâm lªn phÝa trªn)  

trªn (a; b); TÊt c¶ c¸c tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè trong (a; b) ®Òu n»m phÝa díi 
®å thÞ. 

+  NÕu x (a; b),∀ ∈  f"(x) < 0 th× hµm f(x) lâm (§å thÞ quay bÒ lâm xuèng phÝa díi) 
trªn (a; b); TÊt c¶ c¸c tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè trong (a; b) ®Òu n»m phÝa trªn 
®å thÞ. 

+ §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó f(x) låi  (lâm) trªn (a; b) lµ: 

   ( ) ( )( ) ( )f '' x 0  f '' x 0   x a; b ,≥ ≤ ∀ ∈  

®¼ng thøc f"(x) = 0 kh«ng x¶y ra trªn mét kho¶ng liªn tôc, mµ chØ cã thÓ x¶y ra 
t¹i mét sè ®iÓm rêi r¹c trong kho¶ng nµy. 
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+  §iÓm uèn cña ®å thÞ (C): y = f(x) lµ ®iÓm ph©n chia kho¶ng låi lâm cña (C), tiÕp 
tuyÕn t¹i ®ã “xuyªn qua” ®å thÞ hµm sè. T¹i ®iÓm uèn, ®¹o hµm cÊp hai cña hµm 
®îc xÐt triÖt tiªu hoÆc kh«ng x¸c ®Þnh, ®ång thêi qua x = xU ®¹o hµm cÊp hai 
ph¶i ®æi dÊu. 
 

c)  Quy t¾c II (®Ó t×m cùc trÞ vµ tõ ®ã suy ra chiÒu biÕn thiªn ) 

NÕu hµm sè f(x) cã:   

+  §¹o hµm tíi cÊp hai t¹i mäi x thuéc l©n cËn x0, 

+  f'(x0) = 0 vµ f"(x0) ≠ 0  

th× f(x) ®¹t cùc trÞ t¹i x0 (cùc ®¹i khi f"(x0) < 0, cùc tiÓu khi f"(x0) > 0). 
 

d) Quy t¾c II tæng qu¸t:  

Gi¶ sö hµm sè f(x) cã ®¹o hµm liªn tiÕp ®Õn cÊp n trong kho¶ng ( )0 0x ;  x− δ + δ  

vµ t¹i ®iÓm x0: 

  f’(x0) = f"(x0) = ... = f(n - 1)(x0) = 0, cßn f(n)(x0) ≠ 0 

Khi ®ã:    

+  NÕu n ch½n, f(x) ®¹t cùc trÞ: cùc ®¹i khi f(n)(x0) < 0, cùc tiÓu khi f(n)(x0) > 0. 

+  NÕu n lÎ, f(x) kh«ng ®¹t cùc trÞ t¹i x0. 

Tõ quy t¾c II tæng qu¸t, víi n = 2 ta suy ra quy t¾c II. 
 

e) Gi¸ trÞ lín nhÊt (gi¸ trÞ nhá nhÊt) cña hµm sè liªn tôc f(x) trªn ®o¹n [a, b] cã thÓ ®¹t 
hoÆc t¹i ®iÓm tíi h¹n, hoÆc t¹i hai ®Çu mót a, b cña ®o¹n ®∙ cho. NÕu trong kho¶ng 
(a, b) hµm sè f(x) cã cùc trÞ duy nhÊt, th× cùc trÞ Êy chÝnh lµ cùc trÞ tuyÖt ®èi cña hµm 
sè trªn ®o¹n [a, b]. NÕu trong (a; b) cã nhiÒu ®iÓm cùc trÞ th× sau khi so s¸nh c¸c gi¸ 

trÞ cùc ®¹i (t¬ng ®èi) víi f(a); f(b) ta sÏ cã gi¸ trÞ lín nhÊt, ký hiÖu 
[ ]x a; b

max f(x)
∈

 hay 

[ ]x a; b
GTLN f(x).

∈
 T¬ng tù, sau khi so s¸nh c¸c gi¸ trÞ cùc tiÓu (t¬ng ®èi) víi f(a); f(b)  

ta sÏ cã gi¸ trÞ nhá nhÊt , ký hiÖu 
[ ]x a; b

min f(x)
∈

 hay 
[ ]x a; b

GTBN f(x).
∈

 

C¸c quy t¾c t×m cùc trÞ  hµm mét biÕn võa nªu trong môc 5 ®Òu cã thÓ suy trùc 
tiÕp tõ néi dung c¸c môc 1, 2, 3 ë phÇn nµy. 

Chó ý cho phÇn 1.2.3.3: 

+  §Ó t×m cùc trÞ t¬ng ®èi cã ®iÒu kiÖn cña mét hµm nhiÒu biÕn, ta cßn cã thÓ tiÕn 
hµnh theo c¸ch lo¹i dÇn Èn sè, ®Ó ®a bµi to¸n ban ®Çu vÒ c¸c bµi to¸n cã sè biÕn 
Ýt h¬n.  

+  §Ó t×m cùc trÞ tuyÖt ®èi ta cßn cã thÓ ¸p dông c¸c bÊt ®¼ng thøc. 
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1.2.3.4. H×nh vi ph©n 

1. H×nh vi ph©n trong mÆt ph¼ng 
a) §é cong C cña mét ®êng cong ph¼ng t¹i mét ®iÓm 

Víi ®êng cong ph¼ng: 

+  cã ph¬ng tr×nh  

  y y(x);     a x b= ≤ ≤ ;  

  

( )
3

2 2

y ''
C(x,y)

1 y '

=

+

  

+  cã ph¬ng tr×nh  

  1 2x x(t); y y(t);     t t t= = ≤ ≤  

  

( )
3

2 2 2

x 'y '' x ''y '
C(t)

x ' y '

−
=

+

 

+  cã ph¬ng tr×nh  

  r r( );     = ϕ α ≤ ϕ ≤ β ; 

  

( )

2 2

3
2 2 2

r 2r ' rr ''
C( )

r r '

+ −
ϕ =

+

  

B¸n kÝnh cong cña ®êng cong t¹i M lµ: 

  ( ) ( )
1

R M
C M

=  

Trêng hîp ( )C M 0= , ta nãi b¸n kÝnh cong ( )R M .= ∞  

Trªn ph¸p tuyÕn cña ®êng cong t¹i M híng vÒ phÝa lâm cña ®êng cong (ph¸p 
tuyÕn d¬ng), lÊy ®iÓm I sao cho IM R(M)= . §iÓm I ®îc gäi lµ khóc t©m (t©m cong) 

cña ®êng cong ®ang xÐt øng víi ®iÓm M. §êng trßn t©m I b¸n kÝnh IM R(M)=  ®îc 

gäi lµ ®êng trßn chÝnh khóc (mËt tiÕp) cña ®êng cong t¹i M. 

Khi M di ®éng trªn  ®êng cong L, t©m cong t¬ng øng víi M sÏ v¹ch nªn ®êng 
tóc bÕ T cña L. Khi ®ã, L ®îc gäi lµ ®êng th©n khai cña T.  

 

b)  H×nh bao cña mét hä ®êng cong ph¼ng phô thuéc tham sè. 

+  §Þnh nghÜa 

NÕu mäi ®êng cong cña hä ®êng L ®Òu tiÕp xóc víi mét ®êng cong (C) vµ 
ngîc l¹i, mçi ®iÓm trªn (C) ®Òu lµ mét tiÕp ®iÓm gi÷a (C) vµ mét ®êng thuéc hä L th× 
ta nãi (C) lµ h×nh bao cña hä L. 
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+  Quy t¾c t×m h×nh bao cña hä ®êng cong phô thuéc mét tham sè 

Gi¶ sö hä ®êng cong L cã ph¬ng tr×nh F(x, y, m) = 0 víi m lµ tham sè. Khö m 
trong hÖ ph¬ng tr×nh:  

  
( )

( )m

F x,y, m 0

F ' x,y, m 0

 =


=
 

ta sÏ ®îc mét hÖ thøc ( )x, y 0.Φ =  Lo¹i bá ®i nh÷ng ®iÓm k× dÞ (nÕu cã) cña hä L (tøc 

lµ nh÷ng ®iÓm t¹i ®ã ( ) ( )x yF ' x,y, m F ' x, y,m 0= = ) còng tháa m∙n hÖ thøc t×m ®îc 

nµy, ta sÏ cã ph¬ng tr×nh cña h×nh bao hä L. 
 

2. H×nh vi ph©n trong kh«ng gian 
a) §é cong C cña mét ®êng cong ghÒnh t¹i mét ®iÓm 

Víi ®êng cong trong kh«ng gian (cßn gäi lµ ®êng cong ghÒnh): 

+  cã ph¬ng tr×nh tham sè: 

  ( ) ( ) ( ) 1 2x x t ; y y t ; z z t ;     t t t= = = ≤ ≤ ;  

  

( )

2 2 2

3
2 2 2 2

x '     y ' y '     z ' z '     x '

x ''    y '' y ''    z '' z ''    x ''
C(t)

x ' y ' z '

+ +

=

+ +

 

+  cã ph¬ng tr×nh tù hµm:  

  ( ) ( ) ( ) A Bx x s ; y y s ; z z s ;     s s s= = = ≤ ≤   

víi s lµ to¹ ®é tù nhiªn x¸c ®Þnh trªn ®êng cong AB;  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2C s x '' s y '' s z '' s= + +  
 

b) TiÕp tuyÕn vµ ph¸p diÖn cña mét ®êng cong t¹i mét ®iÓm 

Gi¶ sö ph¬ng tr×nh ®êng cong L ®îc cho theo tham sè:  

  ( ) ( ) ( ) 1 2x x t ; y y t ; z z t ;     t t t= = = ≤ ≤  

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña L t¹i ®iÓm ( )0 0 0 0M x , y , z  øng víi 0t t=   

cã d¹ng:  

  
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0

X x Y y Z z

x ' t y ' t z ' t

− − −
= =   

víi: ( ) ( ) ( )( )2 2 2
0 0 0x ' t y ' t z ' t 0+ + ≠ ; 
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cßn ph¬ng tr×nh ph¸p diÖn cña L t¹i ®iÓm ( )0 0 0 0M x , y , z  øng víi 0t t= cã d¹ng: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0x ' t ) X x y ' t Y y z ' t Z z 0− + − + − =  

víi: ( )0)(')(')(' 0
2

0
2

0
2 ≠++ tztytx . 

 

c) Ph¸p tuyÕn vµ tiÕp diÖn cña mÆt cong t¹i mét ®iÓm 

Gi¶ sö ph¬ng tr×nh mÆt cong S trong kh«ng gian lµ  

  ( )F x,y,z 0= . 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ph¸p tuyÕn cña S t¹i ®iÓm ( )0 0 0 0M x , y , z  cã d¹ng: 

  
( ) ( ) ( )

0 0 0

x 0 y 0 z 0

X x Y y Z z

F ' M F ' M F ' M

− − −
= =  

víi: ( ) ( ) ( )( )'2 '2 '2
x 0 y 0 z 0F M F M F M 0+ + ≠ ; 

cßn ph¬ng tr×nh tiÕp diÖn cña S t¹i ®iÓm ( )0 0 0 0M x , y , z  cã d¹ng: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' '
x 0 0 y 0 0 z 0 0F M X x F M Y y F M Z z 0− + − + − =  

víi: ( ) ( ) ( )( )'2 '2 '2
x 0 y 0 z 0F M F M F M 0+ + ≠  

1.2.4. PhÐp tÝnh tÝch ph©n 

1.2.4.1. TÝch ph©n bÊt ®Þnh 

1. C¸c ®Þnh nghÜa 

 NÕu 
F '(x) f(x)

x X
dF(x) f(x)dx

=
∀ ∈ ⊂ ℜ =

 

th×  f(x)dx F(x) C= +∫ ,  

trong ®ã: 

F(x) - mét nguyªn hµm cña f(x) trªn tËp X; 

C - h»ng sè tïy ý.  
 

TÝch ph©n bÊt ®Þnh cña f(x)dx lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c nguyªn hµm cña hµm f(x) (hä 
nguyªn hµm sai kh¸c nhau mét h»ng sè céng) trªn tËp X.  

NÕu hµm f(x) liªn tôc trªn tËp X th× hä nguyªn hµm cña nã lu«n tån t¹i. 

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 1 - to¸n häc  57 

 

2. Mét sè tÝnh chÊt vµ quy t¾c ®¬n gi¶n 

 1)  ( )( ) ( )
'

f x dx f x=∫    x X∀ ∈  

 2)  ( )( ) ( )d f x dx f x dx=∫    x X∀ ∈  

 3)  ( )( ) ( )d F x F x C= +∫     x X∀ ∈  

 4)  ( ) ( )kf x dx k f x dx C= +∫ ∫  (k = const) 

 5)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3f x f x f x dx f x dx f x dx f x dx + − = + − ∫ ∫ ∫ ∫  

 6)  udv uv vdu= −∫ ∫  (c«ng thøc tÝch ph©n tõng phÇn) 

 7)  ( ) ( ) ( )'f x dx f t t dt = ϕ ϕ ∫ ∫  

  ( )x t= ϕ   (c«ng thøc ®æi biÕn sè) 
 

3. C¸c tÝch ph©n c¬ b¶n 

 1) 
m 1

m x
x dx C

m 1

+
= +

+∫     (m ≠ –1) 

 2) 
dx

n x C
x

= +∫ l  

 3) x xe dx e dx C= +∫  

 4) 
x

x a
a dx C

n a
= +∫ l

 (0 < a ≠ 1) 

 5) cosxdx sin x C= +∫  

 6) sin xdx cos x C= − +∫  

 7) 
2

dx
tgx C

cos x
= +∫  

 8) 
2

dx
cot gx C

sin x
= − +∫  

 9) tgxdx n cos x C= − +∫ l  

 10) cot gxdx n sin x C= +∫ l  
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 11) 
2 2

dx 1 x
arctg C

a ax a
= +

+∫  

 12) 
2 2

dx 1 x a
n C

2a x ax a

−
= +

+−∫ l  

 13) 

( )
nn2 2

dx
I

a x
=

±
∫  

tÝnh theo c«ng thøc truy håi:  

  

( )
n 1 n2 n2 2

1 x
I (2n 1)I

2na a x
+

 
 

= + − 
 ± 

 

 

 14) 
2

dx 1 2ax b
n C

2ax bax bx c

+ − ∆
= +

∆ + + ∆+ +∫ l  

víi: 2b 4ac 0∆ = − >  
 

 15) 
2

dx 2 2ax b
arctg C

ax bx c

+
= +

−∆ −∆+ +∫  

víi: 2b 4ac 0∆ = − <  
 

 16) 
2

2 2 2 2 2 2x a
x a dx x a ln x x a C

2 2
± = ± ± + ± +∫  

 17) ( ) ( ) ( )x xe f x f ' x dx e f x C + = + ∫  

 18) 2 2

2 2

dx
n x x a C

x a
= + ± +

±
∫ l  

 19) ( )
x

x
2 2

e
e sin xdx sin x cos x C

α
α β = α β − β β +

α + β∫  

 20) 
2

2 2 2 2x a x
a x dx a x arcsin C

2 2 a
− = − + +∫  

 21) 
2 2

dx x
arcsin C

aa x
= +

−
∫  
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1.2.4.2. TÝch ph©n x¸c ®Þnh 

1. §Þnh nghÜa 

TÝch ph©n x¸c ®Þnh cña f(x)dx  trªn [ ]a; b :  

  ( ) ( )
i

b n

i i
max x 0 i 1a

f x dx lim f c x ,
∆ → =

= ∆∑∫  

víi ®iÒu kiÖn lµ giíi h¹n ë vÕ ph¶i tån t¹i (x¸c ®Þnh, h÷u h¹n) víi mäi c¸ch chia [a; b] 
thµnh n ®o¹n nhá tïy ý vµ víi mäi c¸ch chän ci trªn ®o¹n con thø i, cã ®é dµi ix∆ .  

Khi ®ã, hµm f(x) ®îc gäi lµ kh¶ tÝch trªn [a; b]. Cã thÓ chøng minh ®îc lµ mäi hµm 
liªn tôc trªn mét ®o¹n kÝn (trõ ra mét sè h÷u h¹n ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i I, nÕu cã) lu«n 
kh¶ tÝch trªn ®o¹n nµy.  

2. Mét sè tÝnh chÊt vµ c«ng thøc c¬ b¶n 
1) C«ng thøc Niu-t¬n & Lai-nit: 

  ( ) ( )
b

b

a
a

f x dx F x=∫ = F(b) − F(a), 

trong ®ã F(x) lµ mét nguyªn hµm cña f(x) trªn [a;b]. 

 2) ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫  

 3) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  (Céng tÝnh) 

 4) ( ) ( )
b b

a a

kf x dx k f x dx=∫ ∫  (k = const) 

 5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b b

1 2 3 1 2 3
a a a a

f x f x f x dx f x dx f x dx f x dx + − = + − ∫ ∫ ∫ ∫  

C¸c tÝnh chÊt 4), 5) thÓ hiÖn tÝnh chÊt tuyÕn tÝnh cña tÝch ph©n x¸c ®Þnh. 

 6) NÕu  ( ) ( ) [ ]f x g x x a;b≤ ∀ ∈   

      th×   ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx ≤∫ ∫  (TÝnh b¶o toµn thø tù).  

Tõ tÝnh chÊt nµy, ta cã:  

      NÕu ( ) [ ]f x 0 x a;b≥ ∀ ∈   

      th×  ( )
b

a

f x dx 0≥∫  
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7) C«ng thøc trung b×nh tÝch ph©n 

           ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

f x x dx f x dxϕ = ξ ϕ∫ ∫  

víi f(x) vµ (x)ϕ  liªn tôc trªn ®o¹n [a, b] vµ (x)ϕ  kh«ng ®æi dÊu trªn ®o¹n ®ã; a < ξ  < b 

(Ngêi ta gäi ξ  lµ mét gi¸ trÞ trung b×nh trong (a; b)). 

Trêng hîp (x)ϕ  ≡  1 trªn [a, b]: 

  ( ) ( )
b

a

1
f f x dx

b a
ξ =

− ∫   

®îc gäi lµ gi¸ trÞ trung b×nh tÝch ph©n cña hµm ( )f x dx  trªn [ ]a;b .  

 8) 
b b

b
a

a a

udv u v vdu= −∫ ∫  (C«ng thøc tÝch ph©n tõng phÇn) 

 9) ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx f t ' t dt
β

α

 = ϕ ϕ ∫ ∫   (C«ng thøc ®æi biÕn sè x (t)= ϕ ) 

10) §¹o hµm cña tÝch ph©n x¸c ®Þnh theo cËn trªn: 

   ( )
( )

( ) ( )
x

a

d
f t dt f x ' x

dx

ϕ 
   = ϕ ϕ  
 

∫  

3. DiÖn tÝch h×nh ph¼ng 
a) H×nh thang cong (D) giíi h¹n bëi c¸c ®êng trong hÖ täa ®é §Òc¸c vu«ng gãc (xOy): 

   
( ) ( )1 2

x a;          x b a;

y f x ;   y f x

= = >
 = =

 

cã diÖn tÝch    

  ( ) ( )
b

1 2
a

S f x f x dx= −∫     (H×nh 1.2.1). 

b) H×nh ph¼ng (D) giíi h¹n bëi c¸c ®êng trong hÖ täa ®é cùc:  

  
( ) ( )
1 2 1

1 2

;   ;

r r ;   r r

ϕ = ϕ ϕ = ϕ > ϕ
 = ϕ = ϕ

  

cã diÖn tÝch    

  ( ) ( )
2

1

2 2
1 2

1
S r r d

2

ϕ

ϕ

= ϕ − ϕ ϕ∫     (H×nh 1.2.2). 

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 1 - to¸n häc  61 

 

 
 

H×nh 1.2.1 
 

 
 

H×nh 1.2.2 
 

4. ThÓ tÝch vËt thÓ 
a)  VËt thÓ n»m theo trôc x (a x b)≤ ≤  cã diÖn tÝch thiÕt diÖn vu«ng gãc víi trôc Ox t¹i 

x lµ S(x) sÏ cã thÓ tÝch tÝnh theo c«ng thøc: 

  ( )
b

a

V S x dx= ∫  

b) VËt thÓ trßn xoay, t¹o bëi h×nh thang cong (D): 

  

( )

a x b;

y 0;

y f x

 ≤ ≤


=
 =

 

quay quanh trôc Ox cã thÓ tÝch tÝnh theo c«ng thøc: 

  ( )
b b

2 2
x

a a

V y dx f x dx= π = π∫ ∫  (H×nh 1.2.3). 
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H×nh 1.2.3 

 
c) VËt thÓ trßn xoay, t¹o bëi h×nh thang cong (D): 

  

( )

0 a x b;

y 0;    

y f x 0

 ≤ ≤ ≤


=
 = ≥

 

quay quanh trôc Oy cã thÓ tÝch tÝnh theo c«ng thøc: 

  ( )
b b

y
a a

V 2 xydx 2 xf x dx= π = π∫ ∫  

Còng cã thÓ tÝnh Vy theo c«ng thøc ë môc b) sau khi ®æi vai trß: x lµ hµm cña 
biÕn y (Hµm ngîc cña hµm y = f(x) (nÕu cã)).   

 

5. Mét sè øng dông kh¸c cña tÝch ph©n x¸c ®Þnh  

a)  §é dµi ®êng cong ph¼ng AB  

+  cã ph¬ng tr×nh y y(x);   a x b= ≤ ≤  lµ:  

  ( )
b

2

a

s 1 y ' x dx= +∫  

+  cã ph¬ng tr×nh ( ) ( ) 1 2x x t ; y y t ;    t t t= = ≤ ≤  lµ:  

  
2

1

t
2 2

t

s x ' y ' dt= +∫  

+  cã ph¬ng tr×nh ( )r r ;   = ϕ α ≤ ϕ ≤ β  lµ:  

  2 2s r r ' d
β

α

= + ϕ∫  
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b) DiÖn tÝch mÆt trßn xoay t¹o bëi ®êng cong ph¼ng cã ph¬ng tr×nh:  

  y y(x) 0;  (a x b)= ≥ ≤ ≤    

quay mét vßng xung quanh trôc Ox lµ: 

   
b

2

a

S 2 y 1 y ' dx= π +∫  

 

c) C«ng cña mét lùc biÕn ®æi F F(x)= cã ph¬ng Ox  khi ®iÓm ®Æt cña lùc di chuyÓn tõ 

x a=  ®Õn x b=  lµ: 

  
b

a

A F(x)dx= ∫  

 

d) Khèi lîng m cña vËt kh«ng ®ång chÊt cã hµm mËt ®é:  

  (x);   (a x b)ρ = ρ ≤ ≤   

®îc tÝnh theo c¸c c«ng thøc sau: 

+  §êng cong víi ph¬ng tr×nh y y(x)=  cã: 

   ( )
b

2

a

m (x) 1 y ' x dx= ρ +∫  

+  TÊm ph¼ng hay mÆt cong S cã: 

   ( ) ( )
b

a

m x dS x= ρ∫  

(dS(x)  lµ vi ph©n diÖn tÝch phô thuéc theo x trªn S). 

+  VËt thÓ V cã: 

   ( ) ( )
b

a

m x dV x= ρ∫  

(dV(x)  lµ vi ph©n thÓ tÝch phô thuéc theo x trªn V). 
 

e) ¸p lùc chÊt láng cã mËt ®é ρ kh«ng ®æi lªn mét mÆt S nhóng trong chÊt láng tõ ®é 
s©u a ®Õn ®é s©u b (a < b) ®îc tÝnh theo c«ng thøc:  

  
b

a

P xdS(x)= ρ∫  

(dS(x)  lµ diÖn tÝch d¶i hÑp ë ®é s©u x trªn mÆt S). 

www.vn
co

ld.
vn



64         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

6. TÝnh gÇn ®óng tÝch ph©n x¸c ®Þnh  
a) Dïng chuçi hµm lòy thõa 

Khai triÓn hµm díi dÊu tÝch ph©n thµnh chuçi lòy thõa. Do chuçi hµm lòy thõa 
lu«n héi tô ®Òu trong miÒn héi tô cña nã, ta cã thÓ tÝch ph©n theo tõng sè h¹ng cña 
chuçi trªn [a; b] n»m trong miÒn héi tô vµ ®¸nh gi¸ ®îc sai sè cña phÐp tÝnh gÇn ®óng. 

 

b) Dïng c«ng thøc h×nh ch÷ nhËt 

Chia [a; b] thµnh n ®o¹n nhá b»ng nhau, nhê c¸c ®iÓm chia:  

  x0 = a < x1 < x2 < ... < xn = b,  

khi ®ã: ( ) ( )
b

1 /2 3 /2 n /2
a

b a
f x dx y y ... y

n

−
≈ + + +∫  

trong ®ã: k 1 k
k /2

x x
y f

2
− + 

=  
 

 ( )k 1, 2,..., n .=  

c) Dïng c«ng thøc h×nh thang 

Chia [a; b] thµnh n ®o¹n nhá b»ng nhau, nh ë  môc b) vµ tÝnh: 

  ( )
b

0 n
1 2 n 1

a

y yb a
f x dx y y ... y

n 2 −
+−  

≈ + + + + 
 ∫ ,  

trong ®ã:  

( ) ( )k ky f x ; k 0, 1,..., n= =  

Sai sè 
( )3

2

b a M
;

12n

−
δ <  

[ ]
( )

x a;b
M max f " x .

∈
=  

 

d) Dïng c«ng thøc parab«n (C«ng thøc Symps¬n) 

( ) ( ) ( )
b

0 n 1 3 n 1 2 4 n 2
a

b a
f x dx y y 4 y y ... y 2 y y ... y

3n − −
−

 ≈ + + + + + + + + + ∫   

trong ®ã: 

( ) ( )k ky f x ; k 0, 1,..., n= =  

Sai sè 
( )5

4

b a M
;

180n

−
δ <  

[ ]
( )(4)

x a;b
M max f x .

∈
=  
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1.2.4.3. TÝch ph©n suy réng  

1. TÝch ph©n víi cËn v« h¹n (TÝch ph©n suy réng lo¹i I) 
a) C¸c ®Þnh nghÜa tÝch ph©n suy réng lo¹i I 

  

b

b
a a

b b

a
a

c b

a b
a c

f(x)dx lim f(x)dx

f(x)dx lim f(x)dx

f(x)dx lim f(x)dx lim f(x)dx

+∞

→+∞

→−∞
−∞
+∞

→−∞ →+∞
−∞

=

=

= +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

NÕu c¸c giíi h¹n ë vÕ ph¶i tån t¹i th× tÝch ph©n suy réng t¬ng øng ë vÕ tr¸i lµ  
héi tô; Ngîc l¹i, nÕu mét trong c¸c giíi h¹n Êy kh«ng tån t¹i th× tÝch ph©n suy réng ë 
vÕ tr¸i t¬ng øng lµ ph©n kú. Ngoµi ra, hµm f(x) ph¶i liªn tôc trªn bÊt k× ®o¹n kÝn nµo 
n»m trong miÒn lÊy tÝch ph©n ®îc xÐt. 

 

b) C¸c tiªu chuÈn so s¸nh ®èi víi tÝch ph©n suy réng lo¹i I 

XÐt hai tÝch ph©n suy réng lo¹i I:  

  f
a

I f(x)dx
+∞

= ∫  

vµ    g
a

I g(x)dx
+∞

= ∫  

trong ®ã: f(x), g(x) lµ hai hµm liªn tôc trªn [ )a, +∞ . 

+  Tiªu chuÈn I:  

Víi gi¶ thiÕt lµ: f(x) Ag(x)  x a; A const 0≤ ∀ ≥ = > , nÕu Ig héi tô th× If còng héi 

tô, cßn nÕu If ph©n kú th× Ig còng ph©n kú. 
 

+ Tiªu chuÈn II:  

Víi f(x) vµ g(x) lµ hai v« cïng bÐ cïng bËc trong qu¸ tr×nh x → +∞  (nghÜa lµ: 

x

f(x)
lim k

g(x)→+∞
=  (kh¸c 0 vµ h÷u h¹n)) th× If vµ Ig sÏ cïng héi tô hoÆc cïng ph©n kú. 

Ngêi ta thêng so s¸nh c¸c tÝch ph©n suy réng lo¹i I víi  

  
1

dx
I

x

+∞

α
= ∫ .  

Dïng ®Þnh nghÜa cã thÓ chøng minh ®îc: I héi tô khi α > 1 vµ I ph©n kú khi α ≤ 1. 
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2. TÝch ph©n cña hµm kh«ng bÞ chÆn (TÝch ph©n suy réng lo¹i II) 
a) C¸c ®Þnh nghÜa 

Gi¶ sö hµm sè f(x) cã gi¸n ®o¹n lo¹i hai (gi¸n ®o¹n v« h¹n) t¹i ®iÓm x0 (a ≤ x0 ≤ b), 
khi ®ã: 

  
0

0

xb b

0 0
a a x

f(x)dx lim f(x)dx lim f(x)dx
−ε

ε→ δ→
+δ

= +∫ ∫ ∫   (a < x0 < b) 

  
b b

0
a a

f(x)dx lim f(x)dx
ε→

+ε

=∫ ∫  (x0 = a) 

  
b b

0
a a

f(x)dx lim f(x)dx
−ε

ε→
=∫ ∫  (x0 = b) 

§Ó tÝch ph©n suy réng ë vÕ tr¸i héi tô, c¸c giíi h¹n t¬ng øng ë vÕ ph¶i ph¶i tån 
t¹i; ngîc l¹i, nÕu Ýt nhÊt mét trong c¸c giíi h¹n ®ã kh«ng tån t¹i th× tÝch ph©n t¬ng 
øng ph©n kú. 

 

b) C¸c tiªu chuÈn so s¸nh ®èi víi tÝch ph©n suy réng lo¹i II 

XÐt hai tÝch ph©n suy réng lo¹i II:  

  
b

f
a

I f(x)dx= ∫  

vµ    
b

g
a

I g(x)dx= ∫  

trong ®ã: f(x), g(x) lµ hai hµm liªn tôc trªn [ ] { }0a, b \ x  vµ cã gi¸n ®o¹n v« h¹n t¹i 0x . 

+ Tiªu chuÈn I:  

Víi gi¶ thiÕt lµ: [ ]f(x) Ag(x)  x a;b ;  A const 0≤ ∀ ∈ = > , nÕu Ig héi tô th×  If còng 

héi tô, cßn nÕu If  ph©n kú th× Ig còng ph©n kú. 

+ Tiªu chuÈn II:  

Víi f(x) vµ g(x) lµ hai v« cïng lín cïng bËc trong qu¸ tr×nh 0x x→  (nghÜa lµ: 

0x x

f(x)
lim k

g(x)→
=  (kh¸c 0 vµ h÷u h¹n)) th× If vµ Ig sÏ cïng héi tô hoÆc cïng ph©n kú. 

Ngêi ta thêng so s¸nh c¸c tÝch ph©n suy réng lo¹i II víi: 

   
( )

b

1 0
a

dx
J   (x b)

b x
α

= =
−

∫   

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 1 - to¸n häc  67 

 

hoÆc  
( )

b

2 0
a

dx
J   (x a)

x a
α

= =
−

∫ .  

Dïng ®Þnh nghÜa cã thÓ chøng minh ®îc: J1, J2 héi tô khi α < 1 vµ I ph©n kú khi α ≥ 1. 

1.2.4.4. TÝch ph©n béi 

1. TÝch ph©n hai líp (TÝch ph©n kÐp) 

 a)  ( ) ( )
2

1

(x)b

D a (x)

f x,y dxdy f x,y dy dx
ϕ

ϕ

 
 =
 
 

∫∫ ∫ ∫    

(TÝch ph©n lÆp, h×nh 1.2.4)    
 

 

 
 

H×nh 1.2.4 
                 
b)  C«ng thøc ®æi biÕn sè ®èi víi tÝch ph©n hai líp. 

Víi phÐp ®æi biÕn: 

  
x x(u, v)

y y(u, v)

=
 =

 

cã ®Þnh thøc  

x x
     

D(x, y) u v
y yD(u, v)

     
u v

∂ ∂
∂ ∂=
∂ ∂
∂ ∂

,  

ta cã c«ng thøc:  
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  ( ) ( ) ( ) ( )
( )D

D x,y
f x;y dxdy f x u, v ; y u, v dudv.

D u, v
σ

 =  ∫∫ ∫∫  

Ch¼ng h¹n khi chuyÓn sang hÖ täa ®é cùc: ( )r, ϕ  víi: 

  x r cos= ϕ ;  

  y r sin= ϕ ,  

th×   
( )
( )

D x, y
r

D r,
=

ϕ
  

vµ ta cã: 

  ( ) [ ]
D

f x;y dxdy f r cos ;  r sin r dr d
σ

= ϕ ϕ ϕ∫∫ ∫∫   

Trong c¸c c«ng thøc ®æi biÕn trªn, σ lµ ¶nh cña miÒn D trong phÐp ®æi t¬ng øng. 
 

c) C¸c øng dông cña tÝch ph©n hai líp 

+  DiÖn tÝch h×nh ph¼ng D cã gi¸ trÞ b»ng:  

  
D

dxdy rdrd
σ

= ϕ∫∫ ∫∫  

+  ThÓ tÝch h×nh trô cong giíi h¹n bëi mÆt trô cã ®êng sinh vu«ng gãc víi (xOy),   
®¸y lµ h×nh ph¼ng D n»m trong (xOy) vµ mÆt cong cã ph¬ng tr×nh z = f(x, y) 
®îc tÝnh theo c«ng thøc:  

  ( )
D

V f x, y dxdy= ∫∫    

+  Täa ®é träng t©m cña h×nh ph¼ng: 

  ( )c
D

1
x x x,y dxdy;

m
= ρ∫∫   

  ( )c
D

1
y y x, y dxdy

m
= ρ∫∫  

trong ®ã: 

ρ(x, y) - hµm mËt ®é; 

 m - khèi lîng cña h×nh ph¼ng, ( )
D

m x,y dxdy= ρ∫∫ . 

 

+ M«men qu¸n tÝnh cña mét h×nh ph¼ng ®èi víi gèc täa ®é: 

  ( )2 2
0

D

I x y dxdy= +∫∫  
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2. TÝch ph©n ba líp (TÝch ph©n béi ba) 
a) TÝch ph©n lÆp:   

  ( ) ( )
x

b

V a

f x,y,z dxdydz dx f x,y,z dydz
σ

= =∫∫∫ ∫ ∫∫  

  ( )
( )

( )

( )

( )2 2

1 1

x x,yb

a x x,y

dx dy f x,y,z dz
ϕ ψ

ϕ ψ

= ∫ ∫ ∫     (H×nh 1.2.5) 

 

 
H×nh 1.2.5 

 
b) C«ng thøc ®æi biÕn sè trong tÝch ph©n ba líp: 

  ( )f x;y;z dxdydz
Ω

=∫∫∫  

  = ( ) ( ) ( ) ( )
( )

D x, y,z
f x u, v,w ;y u, v,w ;z u, v,w dudvdw

D u, v,w
ω

  ∫∫∫  

trong ®ã: ω lµ ¶nh cña miÒn Ω qua phÐp ®æi biÕn: (x,y,z) (u, v,w).→  

Ch¼ng h¹n, nÕu chuyÓn sang to¹ ®é trô: 

   

x r cos

y r sin

z z

= ϕ
 = ϕ
 =

 

th×   
( )
( )

D x,y,z
r.

D r, , z
=

ϕ
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NÕu chuyÓn sang to¹ ®é cÇu:  

  

x r sin cos

y r sin sin

z r cos

= θ ϕ
 = θ ϕ
 = θ

 

th×:  
( )
( )

2D x,y,z
r sin .

D r, ,
= θ

ϕ θ
 

 

c) C¸c øng dông cña tÝch ph©n ba líp 

+  ThÓ tÝch vËt thÓ:         

   V = ∫∫∫
V

dxdydz  

+  Täa ®é khèi t©m cña vËt thÓ kh«ng ®ång chÊt: 

  

( )

( )

( )

c
V

c
V

c
V

1
x x x, y,z dxdydz

m

1
y y x, y,z dxdydz

m

1
z z x,y,z dxdydz

m

= ρ

= ρ

= ρ

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

  

trong ®ã:  

m = ( )
V

x,y,z dxdydzρ∫∫∫  lµ khèi lîng cña vËt thÓ V;  

( )x, y,zρ  lµ hµm mËt ®é. 
 

+  M«men qu¸n tÝnh cña vËt thÓ ®èi víi c¸c trôc täa ®é: 

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
x

V

2 2
y

V

2 2
z

V

I y z x, y,z dxdydz

I x z x, y,z dxdydz

I x y x, y,z dxdydz

= + ρ

= + ρ

= + ρ

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

 

 

1.2.4.5. TÝch ph©n ®êng 

1. TÝch ph©n ®êng lo¹i I (TÝch ph©n lÊy theo ®é dµi cung) 

  ( )
AB

f M ds∫   
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a) Víi cung  ( )AB xOy⊂ : 

+ cã ph¬ng tr×nh: y y(x);   a x b= ≤ ≤ ;  

  ( ) ( )


b
2

aAB

f x,y ds f x,y x 1 y ' dx = + ∫ ∫  

+  cã ph¬ng tr×nh tham sè: 1 2x x(t);y y(t);    t t t= = ≤ ≤  

  ( ) ( )


2

1

t
2 2

tAB

f x,y ds f x(t), y t x ' y ' dt = + ∫ ∫   

+  cã ph¬ng tr×nh ( )r r ;   = ϕ α ≤ ϕ ≤ β  

  ( ) [ ]


2 2

AB

f x,y ds f r cos , r sin r r ' d
β

α

= ϕ ϕ + ϕ∫ ∫  

b) Víi cung  ( )AB xOyz⊂  cã ph¬ng tr×nh 1 2x x(t); y y(t); z z(t)   t t t= = = ≤ ≤  

  ( ) ( ) ( ) ( )


2

1

t
2 2 2

tAB

f x,y,z ds f x t , y t ;z t x ' y ' z ' dt = + + ∫ ∫  

c) Täa ®é khèi t©m cña  ( )AB xOyz⊂  kh«ng ®ång chÊt: 

  

( )


( )


( )


0
AB

0
AB

0
AB

1
x x M )ds;

m

1
y y M ds;

m

1
z z M ds

m

= ρ

= ρ

= ρ

∫

∫

∫

 

víi: 

m - khèi lîng cña ®êng cong, ( )
AB

m M ds= ρ∫ ; 

ρ(M) - hµm mËt ®é. 
 

2. TÝch ph©n ®êng lo¹i II (TÝch ph©n ®êng lÊy theo täa ®é) 
a) §Þnh nghÜa 

  { }
AB AB

Pdx Qdy Rdz P cos Q cos R cos ds+ + = α + β + γ∫ ∫  

trong ®ã: 
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P, Q, R - c¸c hµm cña ba biÕn x, y, z; 

cosα, cosβ, cosγ - ba hµm c«sin chØ híng cña tiÕp tuyÕn ®êng cong híng theo  
           chiÒu ®i tõ A ®Õn B. (NÕu lÊy theo chiÒu ngîc l¹i tõ B ®Õn A,  
           tÝch ph©n ®êng lo¹i II sÏ ®æi dÊu). 
 

b) Víi cung  ( )AB xOy⊂ : 

+  cã ph¬ng tr×nh: y y(x);   a x b= ≤ ≤   

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }


b

aAB

P x, y dx Q x,y dy P x,y x Q x,y x y ' x dx   + = +   ∫ ∫  

+  cã ph¬ng tr×nh tham sè: ( ) ( ) 1 2x x t ; y y t ;    t t t= = ≤ ≤  

     

( ) ( )


( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
2

1

AB

t

t

P x, y dx Q x,y dy

P x t ,y t x ' t Q x t ,y t y ' t dt

+ =

   = +   

∫

∫
 

 

c) Víi cung  ( )AB xOyz⊂  cã ph¬ng tr×nh 1 2x x(t); y y(t);  z z(t)   t t t= = = ≤ ≤   

  ( )


( ) ( ) ( ) ( )
2

1

t
,

tAB

P x, y,z dx P x t , y t , z t x t dt =  ∫ ∫  

Víi c¸c tÝch ph©n ®êng lo¹i hai, lÊy theo c¸c biÕn y, z ta sÏ cã c¸c c«ng thøc 
t¬ng tù. 

 

d) Trªn mét ®êng cong kÝn (L), ngoµi c¸ch tham sè hãa (L) nh ë môc c, tÝch  
ph©n ®êng lo¹i hai cßn ®îc tÝnh b»ng c¸ch chia (L) thµnh nhiÒu ®êng cong nhá, 
tr¬n tõng khóc hoÆc b»ng c«ng thøc G¬rin (liªn hÖ gi÷a tÝch ph©n ®êng vµ tÝch ph©n 
hai líp): 

  ( ) ( )
C D

Q P
P x, y dx Q x, y dy dxdy

x y

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ 

∫ ∫∫  

trong ®ã: 

D - h×nh ph¼ng, giíi h¹n bëi ®êng cong kÝn C tr¬n tõng khóc (chän chiÒu cña C sao  
 cho ®i theo chiÒu nµy, ta lu«n thÊy miÒn D ë phÝa bªn tr¸i); 

P, Q - nh÷ng hµm hai biÕn sè x, y liªn tôc trªn C cïng víi c¸c ®¹o hµm riªng liªn tôc  
      trong D (h×nh 1.2.6). 
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H×nh 1.2.6 
 
e) C¸c øng dông cña tÝch ph©n ®êng lo¹i II 

+ DiÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®êng cong kÝn (C) ®îc tÝnh theo c«ng thøc:     

  ( )D
C C C

1
S xdy ydx xdy ydx

2
= − = = −∫ ∫ ∫     

tÝch ph©n lÊy theo chiÒu d¬ng cña (C). 

+  C«ng cña mét lùc biÕn ®æi F(M)
→

 cã ba thµnh phÇn (to¹ ®é): (P, Q, R) khi ®iÓm 

®Æt cña nã di chuyÓn trªn AB  tõ A ®Õn B lµ: 

  { }
AB AB

Pdx Qdy Rdz P cos Q cos R cos ds+ + = α + β + γ∫ ∫  

+  Bèn mÖnh ®Ò t¬ng ®¬ng 

Gi¶ thiÕt P, Q lµ c¸c hµm hai biÕn x, y liªn tôc cïng c¸c ®¹o hµm riªng cña chóng 
trªn miÒn ph¼ng D ⊂ (xOy). Khi ®ã, trong miÒn D, bèn mÖnh ®Ò sau ®©y lµ t¬ng ®¬ng: 

1)  Pdx + Qdy lµ mét vi ph©n toµn phÇn cña mét hµm U(x, y) nµo ®ã. 

2) 
P Q

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

3) 
L

Pdx Qdy 0+ =∫  víi mäi ®êng cong kÝn (L) tr¬n tõng khóc, n»m trän trong D. 

4) 
AB

Pdx Qdy U(B) U(A)+ = −∫  kh«ng phô thuéc vµo ®êng ®i tõ A ®Õn B. 

 

1.2.4.6. TÝch ph©n mÆt  

1. TÝch ph©n mÆt lo¹i I (tÝch ph©n lÊy theo diÖn tÝch mÆt cong) 

  ( )
S

f M dS∫∫  
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a) Víi mÆt cong S cã ph¬ng tr×nh lµ z z(x,y)= , gäi D lµ h×nh chiÕu cña mÆt S lªn mÆt 

ph¼ng täa ®é xOy vµ 
z

p ,
x

∂
=

∂
 

z
q

y

∂
=

∂
, tÝch ph©n mÆt lo¹i I ®îc tÝnh theo c«ng thøc:  

  ( ) ( ) 2 2

S D

f x,y,z dS f x,y,z x,y 1 p q dxdy = + + ∫∫ ∫∫  

 

b)  2 2

S S

dS 1 p q dS= + +∫∫ ∫∫   

cã gi¸ trÞ b»ng diÖn tÝch cña mÆt cong S. 
 

c) Täa ®é khèi t©m cña mét mÆt S kh«ng ®ång chÊt: 

  

0
S

0
S

0
S

1
x x (M)dS;

m

1
y y (M)dS;

m

1
z z (M)dS

m

= ρ

= ρ

= ρ

∫∫

∫∫

∫∫

 

víi: 

m - khèi lîng cña mÆt cong S, 
S

m (M)dS= ρ∫∫ ; 

ρ(M) - hµm mËt ®é. 
 

2. TÝch ph©n mÆt lo¹i II (TÝch ph©n lÊy theo täa ®é) 
a) §Þnh nghÜa 

  
S

P(x,y,z)dydz Q(x,y,z)dzdx R(x, y,z)dxdy+ + =∫∫  

  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
S

P x, y,z cos n,x Q x, y,z cos n, y R x,y,z cos n, z dS + + ∫∫  

trong ®ã: 

S - mÆt cong hai phÝa, tr¬n tõng m¶nh;  

P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) - ba hµm sè x¸c ®Þnh trªn mÆt S; 

n
→

 - vect¬ ph¸p tuyÕn cña S, híng theo phÝa ®∙ chän trªn S  

  (ngêi ta gäi S lµ mÆt ®Þnh híng). 
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b) C«ng thøc tÝnh tÝch ph©n mÆt lo¹i II 

  ( ) ( )
S D

R x, y,z dxdy R x, y, x, y dxdy = ± ϕ ∫∫ ∫∫  

trong ®ã: 

D - h×nh chiÕu cña S lªn mÆt ph¼ng täa ®é xOy;  

z - ph¬ng tr×nh cña mÆt S, z (x,y)= ϕ ; 
 

Chän dÊu (+) hay (−) tríc tÝch ph©n hai líp tïy theo cos(n, z) d¬ng hay ©m.  

Ta còng cã thÓ tÝnh tÝch ph©n mÆt lo¹i II b»ng c¸ch ®a vÒ tÝch ph©n mÆt lo¹i I. 

Chó ý lµ tÝch ph©n mÆt lo¹i II sÏ ®æi dÊu khi ta ®æi phÝa chän cña mÆt S. 
 

c) TÝch ph©n mÆt lo¹i II trªn mét mÆt S kÝn cã thÓ tÝnh b»ng c¸c c¸ch sau: 

+  Chia S thµnh nhiÒu mÆt cong tr¬n tõng m¶nh, sau ®ã ¸p dông tÝnh chÊt céng tÝnh. 

+  ¸p dông c«ng thøc ¤xtr«gr¸txki - Gaux¬  

  
S V

P Q R
Pdydz Qdzdx Rdxdy dxdydz

x y z

 ∂ ∂ ∂
+ + = + + ∂ ∂ ∂ 

∫∫ ∫∫∫   

trong ®ã: 

V - phÇn kh«ng gian bªn trong, giíi h¹n bëi mÆt kÝn S tr¬n tõng m¶nh (chän ph¸p  
  tuyÕn S híng ra phÝa ngoµi); 

P, Q, R - nh÷ng hµm ba biÕn sè x, y, z liªn tôc trªn S cïng víi c¸c ®¹o hµm riªng    
    liªn tôc trong miÒn V kÓ c¶ biªn. 
 

d)  ThÓ tÝch V cña vËt thÓ giíi h¹n bëi mÆt cong kÝn S ®îc tÝnh theo c«ng thøc: 

  
S

1
V xdydz ydzdx zdxdy

3
= + +∫∫  

e) C«ng thøc Xtèc (liªn hÖ gi÷a tÝch ph©n ®êng vµ tÝch ph©n mÆt) 

  
C

Pdx Qdy Rdz+ + =∫  

  = 
S

Q P R Q P R
dxdy dydz dzdx

x y y z z x

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
∫∫  

trong ®ã: 

P, Q, R - nh÷ng hµm (cña ba biÕn x, y, z) liªn tôc cïng víi c¸c ®¹o hµm riªng liªn  
    tôc trªn mét mÆt ®Þnh híng S, giíi h¹n bëi ®êng cong kÝn C.  
 

Trong c«ng thøc nµy, cÇn chän híng mÆt cong S vµ chiÒu trªn C sao cho khi ta 
®øng theo chiÒu cña vect¬ ph¸p cña S ph¶i thÊy chiÒu C ngîc víi chiÒu kim ®ång hå 
(h×nh 1.2.7).  
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S

C

nS

 

H×nh 1.2.7 
 

C«ng thøc Xtèc sÏ trë thµnh c«ng thøc G¬rin nÕu C lµ mét ®êng cong ph¼ng, kÝn 
trong mÆt ph¼ng xOy vµ S lµ mét miÒn ph¼ng giíi h¹n bëi C. 

Chó ý cho c¸c phÇn 1.2.4.4; 1.2.4.5; 1.2.4.6: C¸c tÝch ph©n hai líp , ba líp, tÝch 
ph©n ®êng, tÝch ph©n mÆt ®Òu cã c¸c tÝnh chÊt gièng nh tÝch ph©n x¸c ®Þnh (cßn gäi 
lµ tÝch ph©n mét líp). §ã lµ c¸c tÝnh chÊt: Céng tÝnh, TuyÕn tÝnh vµ B¶o toµn thø tù. 

 

1.2.4.7. Lý thuyÕt trêng 

1. Trêng v« híng 

a) Ta nãi trªn miÒn Ω ⊂ ℜ3 cã mét trêng v« híng U nÕu øng víi mçi ®iÓm M ∈ Ω, 
ta cã quy luËt ®Ó x¸c ®Þnh mét gi¸ trÞ u(M) cña U. Hµm u(M) = u(x, y, z) ®îc gäi lµ  
hµm trêng. NÕu x, y, z ®Òu kh«ng ph¶i biÕn sè chØ thêi gian, trêng v« híng ®îc 
gäi lµ trêng dõng. NÕu hµm trêng phô thuéc thêi gian, trêng v« híng ®îc gäi 
lµ kh«ng dõng. 

 

b) MÆt ®¼ng møc: lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M ∈ Ω sao cho u(M) = C = const. Khi Ω lµ miÒn 
ph¼ng, tËp c¸c ®iÓm M: u(M) = u(x, y) = C ®îc gäi lµ ®êng ®ång møc. 

 

c) §¹o hµm theo híng a


 cña u(M) biÓu thÞ tèc ®é biÕn thiªn cña hµm u theo híng nµy:  

  
u u u u

cos cos cos
x y za

∂ ∂ ∂ ∂
= α + β + γ

∂ ∂ ∂∂
  

trong ®ã cos , cos , cosα β γ  lµ c¸c cosin chØ híng cña a


. 
 

d) Gra®iªn cña trêng u(M) t¹i ®iÓm M(x, y, z) lµ vect¬: 

   grad u


 = 
u u u

i j k
x y z

→ → →∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
 

C¸c tÝnh chÊt cña gra®iªn: 

  grad


C = 0   (C = const) 

  ( )grad u v+


 = grad


u + grad


v 
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  ( )grad uv


 = u grad


v + v grad


u 

  grad


ϕ(u) = ϕ’(u) grad


u 

  
a

u
ch grad u

a

∂
=

∂



   (chiÕu cña grad


u lªn a


) 

T¹i mçi ®iÓm cña mét trêng v« híng, gra®iªn lu«n trïng ph¬ng víi ph¸p 
tuyÕn cña mÆt møc cña trêng ®i qua ®iÓm Êy, ®ång thêi ®¹o hµm cña hµm trêng theo 
c¸c híng vu«ng gãc víi gra®iªn (tøc lµ tiÕp xóc víi mÆt møc) lu«n b»ng 0. 

2. Trêng vect¬ 

a) Ta nãi trªn miÒn Ω ⊂ ℜ3 cã mét trêng vect¬ F


 nÕu øng víi mçi ®iÓm M ∈ Ω, ta cã 

quy luËt ®Ó x¸c ®Þnh mét vect¬ ( )F M


. Hµm vect¬ nµy ®îc gäi lµ hµm trêng.  

  ( ) ( ) ( ) ( )x y zF F (M) F x, y,z F x,y,z i F x,y,z j F x,y,z k
→ → → → → →

= = = + +  

b) §êng dßng cña mét trêng vect¬ F


 lµ mét ®êng cong (C) n»m trong miÒn ®îc 

xÐt sao cho t¹i mçi ®iÓm M trªn ®êng, ( )F M


 cã ph¬ng tiÕp xóc víi (C). TËp hîp 

c¸c ®êng dßng lËp nªn mét hä ®êng dßng trong trêng vect¬. 

HÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n cña ®êng dßng (C) trong trêng ( )F M


 lµ:  

  
x y z

dx dy dz

F F F
= =  

c) Th«ng lîng cña mét trêng vect¬ F


 qua mét mÆt ®Þnh híng S lµ: 

  n x y z
S S

F dS F dydz F dzdx F dxdyΦ = = + +∫∫ ∫∫  

trong ®ã: n 0F F .n=
 

 lµ chiÕu cña F


 trªn ph¸p tuyÕn n


 t¹i M(x, y, z), theo  phÝa ®∙ 

chän trªn S. 

d) Hoµn lu (Lu sè) cña trêng F


 däc theo mét ®êng cong kÝn (L): 

  C = x y z
L

F dx F dy F dz+ +∫  

e) §ive cña trêng F


 lµ mét ®¹i lîng v« híng: 

  divF


 = 
yx z
FF F

x y z

∂∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
 

+  C¸c tÝnh chÊt cña ®ive: 

  div C
→

 = 0   ( C
→

 lµ vect¬ kh«ng ®æi c¶ ph¬ng, chiÒu lÉn ®é dµi) 
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  div   

  div u F
→ 

 
 

= u div F F grad u
® ®

+
uuuur

  (u = u(x, y, z)) 

+  Theo ng«n ng÷ cña lý thuyÕt trêng, c«ng thøc ¤xtr«gr¸txki - Gaux¬: 

   

mang mét ý nghÜa c¬ häc lµ: Th«ng lîng cña mét trêng vect¬ F

ur

 qua mét mÆt cong  

kÝn S (víi ph¸p tuyÕn chän híng ra phÝa ngoµi) b»ng tÝch ph©n ba líp cña  trªn  
miÒn V giíi h¹n bëi mÆt S. 

f) R«ta (vect¬ xo¸y) cña trêng F

ur

 lµ mét vect¬: 

  F

ur

 =  

               

(C¸ch viÕt h×nh thøc cña tÝch cã híng, dïng ®Þnh thøc) 

+  C¸c tÝnh chÊt cña r«ta: 

   

      (C = const) 

   (u = u(x, y, z))   

+  Theo ng«n ng÷ cña lý thuyÕt trêng, c«ng thøc Xtèc: 

   

  =  

  =   

mang mét ý nghÜa c¬ häc lµ: Hoµn lu cña trêng vect¬ F

ur

 däc theo mét ®êng cong 

kÝn C b»ng th«ng lîng cña F

ur

 qua mÆt S nµo ®ã cã biªn lµ C (Chó ý chiÒu cña C vµ 
phÝa cña S ph¶i phï hîp). 

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 1 - to¸n häc  79 

 

3. Trêng thÕ  
a) §Þnh nghÜa 

Trêng vect¬ F

ur

 ®îc gäi lµ trêng thÕ trªn miÒn Ω nÕu tån t¹i mét trêng v« 

híng u(M) sao cho  M ." Î W  Hµm u(M) ®îc gäi lµ hµm thÕ (hoÆc 

thÕ vÞ) cña trêng F

ur

. 
 

b) §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó trêng  ( M )Î W  lµ mét trêng thÕ trªn miÒn  

®îc xÐt lµ:  F

ur

 = 0

r

 t¹i mäi ®iÓm  Nh vËy, trêng thÕ lµ mét trêng 
kh«ng cã xo¸y. 

 

4. To¸n tö Lap¬lax¬  vµ To¸n tö Hamint¬n  

a) To¸n tö Lap¬lax¬ 

   = ; 

Víi to¸n tö nµy:    

   = ; 

   =  

Trêng v« híng u(M) cã  ®îc gäi lµ trêng ®iÒu hoµ. 
 

b) To¸n tö Hamint¬n (Nabla):  

    (vect¬ tîng trng) 

Víi to¸n tö nµy:     

  g r a d

u u u u r

u = u; 

   =  

   
 

c) KÕt hîp hai to¸n tö Lap¬lax¬ vµ Hamint¬n, ta cã: 

     ®èi víi mäi trêng. 
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1.2.5. Ph¬ng tr×nh vi ph©n thêng 

1.2.5.1. C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n 

1. Ph¬ng tr×nh vi ph©n  
Ph¬ng tr×nh vi ph©n lµ mét ®¼ng thøc chøa c¸c biÕn ®éc lËp, hµm ph¶i t×m cña 

c¸c biÕn ®ã cïng c¸c ®¹o hµm (hoÆc vi ph©n) cña hµm nµy.  

Ph¬ng tr×nh vi ph©n thêng lµ ph¬ng tr×nh vi ph©n cã hµm ph¶i t×m chØ chøa 
mét biÕn ®éc lËp.  

Ph¬ng tr×nh vi ph©n ®¹o hµm riªng (hay Ph¬ng tr×nh vËt lý - to¸n) lµ ph¬ng tr×nh 
vi ph©n chøa hµm ph¶i t×m lµ hµm cña nhiÒu biÕn ®éc lËp vµ c¸c ®¹o hµm riªng cña nã.  

CÊp cña mét ph¬ng tr×nh vi ph©n lµ cÊp cao nhÊt cña ®¹o hµm cã mÆt trong 
ph¬ng tr×nh. 

D¹ng tæng qu¸t cña ph¬ng tr×nh vi ph©n thêng cÊp n: 

  F(x, y, y’, y’’, ..., y(n)) = 0 (1.2.1) 

trong ®ã: y = y(x) lµ hµm ph¶i t×m x¸c ®Þnh trªn  mét tËp X nµo ®ã trong ℜ. 

2. NghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi ph©n  

NghiÖm cña (1.2.1) lµ mét hµm y = ϕ(x) kh¶ vi ®Õn cÊp n trªn X sao cho ph¬ng 
tr×nh trë thµnh mét ®¼ng thøc ®óng, khi thay y bëi ϕ(x). 

NghiÖm tæng qu¸t cña ph¬ng tr×nh vi ph©n (1.2.1) lµ mét hµm kh¶ vi ®Õn  
cÊp n trªn X vµ phô thuéc n h»ng sè tïy ý C1,..., Cn: y = ϕ(x, C1,..., Cn) sao cho víi mäi 
C1,..., Cn ph¬ng tr×nh trë thµnh mét ®¼ng thøc ®óng , khi thay y bëi  
ϕ(x, C1,..., Cn). 

Víi mçi bé n sè cô thÓ g¸n cho C1,..., Cn trong nghiÖm tæng qu¸t, ta cã mét 
nghiÖm riªng cña (1.2.1). §«i khi, ngoµi c¸c nghiÖm tæng qu¸t, ph¬ng tr×nh vi ph©n 
cßn cã c¸c nghiÖm kú dÞ, ®ã lµ c¸c nghiÖm cña (1.2.1) nhng kh«ng ph¶i nghiÖm riªng 

(nghÜa lµ ta kh«ng thÓ g¸n cho nghiÖm tæng qu¸t bÊt cø mét bé n sè cô thÓ C1,..., Cn nµo 
(ngay c¶ khi g¸n c¸c sè v« h¹n) ®Ó suy ra ®îc nghiÖm kú dÞ). 

Trong nhiÒu trêng hîp ta chØ cã thÓ t×m ®îc mét hÖ thøc Φ(x, y, C1,..., Cn) = 0, 

trong ®ã chøa hµm Èn y = ϕ(x, C1,..., Cn) tháa m∙n (1.2.1) ∀x ∈ X vµ ta gäi hÖ thøc nµy 

lµ mét tÝch ph©n tæng qu¸t cña ph¬ng tr×nh. Víi mçi bé n sè cô thÓ g¸n vµo C1,..., Cn 
trong tÝch ph©n tæng qu¸t, ta cã mét tÝch ph©n riªng cña (1.2.1). 

3. Bµi to¸n Cauchy 
Bµi to¸n ®îc ph¸t biÓu cho ph¬ng tr×nh (1.2.1) nh sau:  

T×m mét nghiÖm riªng hoÆc mét tÝch ph©n riªng cña ph¬ng tr×nh tho¶ m∙n hÖ n 
®iÒu kiÖn ban ®Çu: 

  y(x0) = y0;   y’(x0) = y0’;   y’’(x0) = y0’’;...;   y
(n-1)(x0) = y0

(n-1)    

víi y0; y0’; y0’’;...; y0
(n-1) lµ c¸c sè cho tríc. 
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4. TÝch ph©n (hoÆc gi¶i) mét ph¬ng tr×nh vi ph©n lµ t×m nghiÖm tæng qu¸t, 
hoÆc tÝch ph©n tæng qu¸t; t×m nghiÖm riªng hoÆc tÝch ph©n riªng tháa m∙n n ®iÒu kiÖn 
cho tríc; t×m nghiÖm kú dÞ (nÕu cã) hoÆc chøng tá r»ng ph¬ng tr×nh v« nghiÖm.  
§éc gi¶ quan t©m ®Õn vÊn ®Ò tån t¹i vµ duy nhÊt nghiÖm cña (1.2.1) cã thÓ t×m ®äc c¸c 
tµi liÖu chuyªn kh¶o. 

1.2.5.2. Ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp mét 

1. Ph¬ng tr×nh vi ph©n thêng cÊp mét  
Ph¬ng tr×nh cã d¹ng:  

  F(x, y, y’) = 0  
hoÆc   y’ = f(x, y) (1.2.2) 
víi y = y(x) lµ hµm ph¶i t×m. 

NghiÖm tæng qu¸t cña (1.2.2): y = ϕ(x, C) sÏ ®îc biÓu diÔn bëi mét hä ®êng 
cong phô thuéc tham sè C trong mÆt ph¼ng xOy. §©y lµ hä ®êng cong tÝch ph©n cña 
ph¬ng tr×nh ®îc xÐt. Mçi ®êng cong cña hä, øng víi mét gi¸ trÞ cô thÓ cña C cho ta 
mét ®êng cong tÝch ph©n cña (1.2.2). 

Bµi to¸n Cauchy ®èi víi (1.2.2) sÏ mang mét ý nghÜa h×nh häc ®¬n gi¶n lµ: T×m 
mét ®êng cong tÝch ph©n cña ph¬ng tr×nh ®i qua mét ®iÓm (x0; y0) cho tríc.  

NghiÖm kú dÞ cña (1.2.2) (nÕu cã) sÏ biÓu diÔn bëi mét ®êng cong, tiÕp xóc víi 
c¶ hä ®êng cong tÝch ph©n, ®ã chÝnh lµ h×nh bao cña hä nµy. 

Ngêi ta chøng minh r»ng: Ph¬ng tr×nh: y’ = f(x, y) víi vÕ ph¶i liªn tôc trªn mét 
miÒn D nµo ®ã chøa ®iÓm (x0; y0) lu«n cã nghiÖm tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn: y(x0) = y0 vµ nÕu 
®¹o hµm riªng theo biÕn y: f’y(x, y) còng liªn tôc trªn D th× nghiÖm nµy sÏ lµ duy nhÊt.  

2. Ph©n lo¹i vµ Nguyªn t¾c chung ®Ó gi¶i mét sè ph¬ng tr×nh vi ph©n  
cÊp mét 
a) Ph¬ng tr×nh cã biÕn sè ph©n ly lµ ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp 1 cã thÓ ®a vÒ d¹ng: 

  P(x)dx + Q(y)dy = 0,  
hoÆc tæng qu¸t h¬n:     

  P1(x) Q1(y)dx +P2(x) Q2(y)dy = 0,  
trong ®ã: 

P, Q, P1, Q1 - c¸c hµm liªn tôc ®∙ biÕt; 

y = y(x) hoÆc x = x(y) - hµm ph¶i t×m. 
 

TÝch ph©n tæng qu¸t cña c¸c ph¬ng tr×nh trªn lÇn lît lµ:  

   +  = C  

   = C 

(C lµ h»ng sè tïy ý). (Khi gi¶i, cßn ph¶i xÐt c¸c trêng hîp   vµ ). 
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b) Ph¬ng tr×nh vi ph©n ®¼ng cÊp lµ ph¬ng tr×nh cã thÓ ®a vÒ d¹ng: 

  M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0,  
trong ®ã M vµ N lµ hai hµm ®¼ng (cïng) cÊp  k ®èi víi x, y, tøc lµ: 

  M(tx, ty) = tk M(x, y);  

  N(tx, ty) = tk N(x, y) 
víi t lµ tham sè; k nguyªn d¬ng. 

 

C¸ch gi¶i:  

§Ó t×m y = y(x, C) tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh trªn, ta ®Æt y = xu(x) víi u(x) lµ hµm 
míi ph¶i t×m.  

Khi ®ã:  

  dy = udx + xdu,  
hay lµ:  y’ = u(x) + x u’(x).  

Ph¬ng tr×nh ®¼ng cÊp sÏ ®a ®îc vÒ ph¬ng tr×nh biÕn sè ph©n ly cho hµm u(x). 

§«i khi, ta cã thÓ ®a mét sè ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp mét kh«ng ph¶i d¹ng ®¼ng 
cÊp vÒ d¹ng ®¼ng cÊp b»ng c¸ch ®æi biÕn hoÆc dïng hµm phô thÝch hîp. 

c) Ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh cÊp mét lµ ph¬ng tr×nh cã thÓ ®a vÒ d¹ng: 

  y’ + P(x)y = Q(x)  
víi: 

y - hµm ph¶i t×m, y = y(x); 

P(x) vµ Q(x) - hai hµm cho tríc. 
 

Khi Q(x) ≡ 0 ∀x, ta cã ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh cÊp mét thuÇn nhÊt vµ 
nghiÖm tæng qu¸t cña nã cã thÓ t×m theo c¸ch ph©n ly biÕn sè: 

  y(x) = ( )P x d x

e C

-
ò

+  

Trêng hîp Q(x) ≠ 0, nghiÖm tæng qu¸t cña ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

   

Trong thùc hµnh, ta cã thÓ t×m ®îc nghiÖm tæng qu¸t trªn theo c¸c bíc sau ®©y: 

1)  T×m mét nghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh thuÇn nhÊt t¬ng øng víi 
ph¬ng tr×nh ®∙ cho:  

  . 

2)  TÝnh   

3)  NghiÖm tæng qu¸t cÇn t×m sÏ lµ:   
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d) Ph¬ng tr×nh vi ph©n BÐc-nu-li (Bernoulli) lµ ph¬ng tr×nh cã thÓ ®a vÒ d¹ng: 

  y’ + P(x)y = Q(x)yα   

víi: 

y - hµm ph¶i t×m, y = y(x); 

P(x) vµ Q(x) - hai hµm cho tríc;  

α - mét sè thùc bÊt kú kh¸c 0 vµ kh¸c 1  

khi α = 0, ta cã ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh,  

khi α = 1, ta cã ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh thuÇn nhÊt.  
 

NhËn thÊy ph¬ng tr×nh BÐc-nu-li lu«n cã nghiÖm tÇm thêng lµ  

  y(x) ≡ 0 ∀x,  

ta xÐt trêng hîp y(x) ≠ 0 vµ ®Æt z(x) =  lµ hµm míi ph¶i t×m. Khi ®ã ta sÏ 

nhËn ®îc mét ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh ®èi víi z(x): 

    

Sau khi t×m ®îc z(x), ta ®Ô dµng t×m ®îc nghiÖm y(x) ≠ 0. 
 

e) Ph¬ng tr×nh vi ph©n toµn phÇn lµ ph¬ng tr×nh cã thÓ ®a vÒ d¹ng: 

    P(x, y)dx + Q(x, y)dy =0   
víi: 

y - hµm ph¶i t×m, y = y(x); 

P(x) vµ Q(x) - hai hµm cho tríc tháa m∙n ®iÒu kiÖn: 

    

hay lµ  P(x, y)dx + Q(x, y)dy = dU(x, y)  

(Vi ph©n toµn phÇn cña mét hµm hai biÕn U (xem Bèn mÖnh ®Ò t¬ng ®¬ng ë môc 

1.2.4.5 ®iÓm 2, e)).  

TÝch ph©n tæng qu¸t cña ph¬ng tr×nh vi ph©n toµn phÇn: 

  U(x, y) = C  
víi: 

C - h»ng sè tïy ý; 

U(x, y) cho bëi mét trong hai biÓu thøc sau: 

    

(cã thÓ chän x0; y0  tuú ý, miÔn lµ (x0, y0) thuéc miÒn liªn tôc cña hai hµm P; Q). 
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1.2.5.3. Ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp hai 
XÐt ph¬ng tr×nh  

  F(x, y’, y’’) = 0  
 hay  y’’(x) = f(x, y, y’)  
 víi ®iÒu kiÖn:   
  y(x0) = y0;  
  y’(x0) = y0’.  

NÕu hµm f(x, y, y’) liªn tôc trªn mét miÒn Ω nµo ®ã chøa ®iÓm (x0, y0, y0’) th× 
trªn miÒn ®ã tån t¹i nghiÖm riªng y = y(x) tho¶ m∙n hai ®iÒu kiÖn ®îc xÐt. NÕu hµm 
f(x, y, y’) cßn cã c¸c ®¹o hµm riªng theo y vµ theo y’ liªn tôc trªn miÒn  th× nghiÖm 
nãi trªn tån t¹i duy nhÊt. 

 

1. Ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp hai gi¶m cÊp ®îc  
Cã ba trêng hîp gi¶m cÊp ®îc: 

a) V¾ng mÆt y; y’ trong ph¬ng tr×nh 

Khi ®ã, chØ cÇn tÝch ph©n hai lÇn hai vÕ ph¬ng tr×nh y’’(x) = f(x) ta sÏ ®îc: 

    

   

b) V¾ng mÆt y trong ph¬ng tr×nh 

Khi ®ã, ®Æt 

  y’(x) = z(x)  
lµ hµm míi ph¶i t×m (y’’(x) = z’(x)); ph¬ng tr×nh y’’(x) = f(x, y’) trë thµnh: 

   z’(x) = f(x, z)  
lµ mét ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp mét. Gi¶ sö ph¬ng tr×nh nµy cã nghiÖm  

  z = ϕ(x, C1),  
th× tõ ®ã, ta cã:  

   

c) V¾ng mÆt x trong ph¬ng tr×nh 

Khi ®ã, ®Æt  

  y’(x) = P(y)  
lµ hµm míi ph¶i t×m theo biÕn y, (y’’(x) = P(y)P’(y)); ph¬ng tr×nh y’’(x) = f(y, y’)  
trë thµnh: 

  P(y)P’(y) = f(y, P(y))  
lµ mét ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp mét. Gi¶ sö ph¬ng tr×nh  nµy cã nghiÖm  

  P = P(y; C1),  
th× tõ ®ã, ta cã tÝch ph©n tæng qu¸t:  

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 1 - to¸n häc  85 

 

   

2. Ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp hai tuyÕn tÝnh 
a) Ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp hai tuyÕn tÝnh lµ ph¬ng tr×nh cã d¹ng 

  y’’(x) + P(x) y’(x) + Q(x) y(x) = R(x),  
trong ®ã: 

y - hµm ph¶i t×m, y = y(x); 

P, Q, R - ba hµm cho tríc.  
 

Khi R(x) ≡ 0 ∀x, ta cã ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh cÊp hai thuÇn nhÊt t¬ng 
øng víi ph¬ng tr×nh ®ang xÐt. 

 

b) TÝnh chÊt nghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp hai tuyÕn tÝnh thuÇn nhÊt 

 +  NÕu y1(x), y2(x) lµ hai nghiÖm cña ph¬ng tr×nh, th× C1y1(x) + C2y2(x) còng sÏ 

tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh víi mäi C1, C2. 

+  NÕu y1(x), y2(x) lµ hai nghiÖm ®éc lËp cña ph¬ng tr×nh (tøc lµ y1(x) ≠ k y2(x) víi 
k lµ h»ng sè) th× 

  y(x) = C1y1(x) + C2y2(x)  

víi C1, C2 lµ hai h»ng sè tuú ý sÏ lµ nghiÖm tæng qu¸t cña ph¬ng tr×nh. 
 

+  Khi biÕt mét nghiÖm riªng y1(x) cña ph¬ng tr×nh, ta cã thÓ t×m mét nghiÖm riªng 

kh¸c ®éc lËp víi  y1(x) b»ng c«ng thøc Liu-vin: 

    

c) TÝnh chÊt nghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp hai tuyÕn tÝnh kh«ng thuÇn nhÊt 
(R(x) ≠ 0) 

+  NÕu    

lµ nghiÖm tæng qu¸t cña ph¬ng tr×nh thuÇn nhÊt t¬ng øng, cßn  lµ mét 

nghiÖm riªng cña ph¬ng tr×nh kh«ng thuÇn nhÊt, th× nghiÖm tæng qu¸t cña nã lµ  

   

+  HiÖu hai nghiÖm riªng cña ph¬ng tr×nh kh«ng thuÇn nhÊt lµ mét nghiÖm riªng 
cña ph¬ng tr×nh thuÇn nhÊt t¬ng øng. 
 

d) Ph¬ng ph¸p biÕn thiªn h»ng sè cho ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp hai 

 NÕu   
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lµ nghiÖm tæng qu¸t cña ph¬ng tr×nh thuÇn nhÊt t¬ng øng, th× nghiÖm tæng qu¸t cña 
ph¬ng tr×nh kh«ng thuÇn nhÊt sÏ lµ:  

   

víi C1(x) vµ C2(x) ®îc x¸c ®Þnh tõ hÖ ph¬ng tr×nh sau (sai kh¸c hai h»ng sè tïy ý C1, C2): 

   

    

3. Ph¬ng tr×nh vi ph©n cÊp hai tuyÕn tÝnh víi hÖ sè h»ng sè 
  y’’(x) + py’(x) + qy(x) = R(x)    (p, q lµ hai h»ng sè thùc). 

 

a) Ph¬ng tr×nh bËc hai theo k:  

  k2 + pk + q = 0  
®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh ®Æc trng (®Æc tÝnh) cña ph¬ng tr×nh vi ph©n ®ang xÐt. Tïy 
theo nghiÖm cña ph¬ng tr×nh ®Æc trng (PT§T), ta cã thÓ t×m ngay ®îc nghiÖm tæng 
qu¸t (NTQ) cña ph¬ng tr×nh thuÇn nhÊt t¬ng øng (PTTN): 

 

  

NghiÖm cña PT§T NTQ cña PTTN:  
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