
Ch¬ng 2 - c¬ kÕt cÊu 129 

 

 
 
 

Ch¬ng 2 
 

c¬ kÕt cÊu 
 
 

2.1. Ngo¹i lùc, néi lùc, øng suÊt vµ biÕn d¹ng  
2.1.1. Ngo¹i lùc 

1. §Þnh nghÜa 
Ngo¹i lùc lµ lùc t¸c dông tõ mét vËt thÓ nµo ®ã hoÆc tõ m«i trêng xung quanh 

lªn vËt thÓ ®ang xÐt.  

Ngo¹i lùc bao gåm t¶i träng vµ ph¶n lùc. T¶i träng lµ lùc t¸c dông lªn vËt thÓ mµ  
®∙ biÕt trÞ sè, ph¬ng chiÒu vµ ®iÓm ®Æt. 

2. Liªn kÕt vµ ph¶n lùc liªn kÕt 
Trong kÕt cÊu c«ng tr×nh thêng sö dông nhiÒu lo¹i liªn kÕt. Díi t¸c dông cña t¶i 

träng hoÆc c¸c t¸c ®éng bªn ngoµi kh¸c, t¹i c¸c liªn kÕt xuÊt hiÖn ph¶n lùc liªn kÕt. 
Díi ®©y ®iÓm qua mét sè liªn kÕt vµ ph¶n lùc liªn kÕt t¬ng øng thêng gÆp: 

+  Liªn kÕt ®«i (khíp ®«i) vµ ph¶n lùc cña nã (h×nh 2.1.1.a). 

+  Liªn kÕt ®¬n (khíp ®¬n) vµ ph¶n lùc cña nã (h×nh 2.1.1.b).  

+  Liªn kÕt ngµm vµ ph¶n lùc cña nã (h×nh 2.1.1.c).  

+  Liªn kÕt ngµm trît vµ ph¶n lùc cña nã (h×nh 2.1.1.d).  

 

 
 

H×nh 2.1.1: Liªn kÕt vµ ph¶n lùc liªn kÕt 
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130         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

3. Ph©n lo¹i t¶i träng  
+  Theo tÝnh chÊt t¸c dông:  

T¶i träng ®îc ph©n thµnh t¶i träng tÜnh vµ t¶i träng ®éng. T¶i träng tÜnh t¸c dông 
lªn vËt thÓ kh«ng g©y ra lùc qu¸n tÝnh, ngîc l¹i t¶i träng ®éng t¸c dông lªn vËt thÓ g©y 
ra lùc qu¸n tÝnh. 

+  Theo ph¬ng ph¸p truyÒn lùc:  

T¶i träng ®îc ph©n thµnh t¶i träng ph©n bè vµ t¶i träng tËp trung. T¶i träng  
ph©n bè lµ t¶i träng truyÒn tõ vËt thÓ nµy sang vËt thÓ kh¸c qua mét diÖn tÝch tiÕp xóc, 
cßn t¶i träng tËp trung chØ truyÒn qua mét ®iÓm tiÕp xóc. T¶i träng ph©n bè l¹i ®îc 
chia ra thµnh: 

-  T¶i träng ph©n bè thÓ tÝch cã thø nguyªn [Lùc/ ChiÒu dµi3] 

-  T¶i träng ph©n bè mÆt cã thø nguyªn [Lùc/ ChiÒu dµi2] 

-  T¶i träng ph©n bè ®êng cã thø nguyªn [Lùc/ ChiÒu dµi]. 
 

2.1.2. Néi lùc 

1. §Þnh nghÜa 
Néi lùc lµ gi¸ trÞ t¨ng thªm cña lùc liªn kÕt gi÷a c¸c phÇn tö trong vËt thÓ ®Ó 

chèng l¹i biÕn d¹ng do c¸c t¸c ®éng vµo vËt thÓ g©y ra. Néi lùc lµ lùc ph©n bè bÒ mÆt.  

2. C¸ch x¸c ®Þnh néi lùc 
§Ó x¸c ®Þnh néi lùc thêng dïng ph¬ng ph¸p mÆt c¾t, tëng tîng c¾t ®«i kÕt 

cÊu ë vÞ trÝ muèn tÝnh néi lùc, thay t¸c ®éng cña phÇn nµy lªn phÇn kia b»ng lùc liªn kÕt 
gi÷a hai phÇn (néi lùc) t¹i vÞ trÝ mÆt c¾t. V× kÕt cÊu ë tr¹ng th¸i c©n b»ng nªn tõng phÇn 
cña nã ë vÒ mét phÝa cña mÆt c¾t còng ph¶i c©n b»ng. Tõ ®iÒu kiÖn nµy viÕt ph¬ng 
tr×nh c©n b»ng gi÷a néi lùc vµ ngo¹i lùc t¸c dông lªn phÇn kÕt cÊu ë vÒ mét phÝa cña 
mÆt c¾t vµ rót ra biÓu thøc tÝnh néi lùc. Víi thanh thêng x¸c ®Þnh néi lùc trªn mÆt c¾t 
vu«ng gãc víi trôc thanh. MÆt c¾t nµy ®îc gäi lµ mÆt c¾t ngang. 

3. Ký hiÖu, dÊu vµ ®¬n vÞ ®o cña c¸c thµnh phÇn néi lùc 

Trong trêng hîp tæng qu¸t hîp lùc cña néi 
lùc trªn mÆt c¾t ngang cña thanh thêng ®îc 
ph©n thµnh 6 thµnh phÇn vµ quy íc chiÒu d¬ng 
nh trªn h×nh 2.1.2. §ã lµ: 

Lùc däc Nz (N) M« men uèn Mx (Nm) 

Lùc c¾t Qx  (N) M« men uèn My (Nm) 

Lùc c¾t Qy  (N) M« men xo¾n Mz (Nm) 

 
 

H×nh 2.1.2: C¸c thµnh phÇn néi lùc 
trªn mÆt c¾t ngang 
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4. C«ng thøc x¸c ®Þnh c¸c thµnh phÇn néi lùc 
§îc thiÕt lËp trªn c¬ së ®iÒu kiÖn c©n b»ng lùc gi÷a néi lùc trªn mÆt c¾t vµ ngo¹i 

lùc t¸c dông lªn thanh ë vÒ mét phÝa cña mÆt c¾t: 

  ( )px
z iN z P= ∑  ( )px

x x iM m P= ∑  

  ( )px
x iQ x P= ∑  ( )px

y y iM m P= ∑  

  ( )px
y iQ y P= ∑  ( )px

z z iM m P= ∑  

trong ®ã:  

x, y, z∑ ∑ ∑  lÇn lît lµ tæng h×nh chiÕu lªn c¸c trôc x, y, z; 

xm ,∑  ym ,∑  zm∑  lÇn lît lµ tæng m« men lÊy ®èi víi c¸c trôc x, y, z cña c¸c 

           ngo¹i lùc t¸c dông lªn phÇn xem xÐt. 

2.1.3. øng suÊt  

1. §Þnh nghÜa 

øng suÊt lµ cêng ®é cña néi lùc t¹i mét ®iÓm trªn mÆt c¾t ngang. Thø nguyªn 
cña øng suÊt lµ [Lùc/ChiÒu dµi2], ®¬n vÞ ®o lµ N/m2 hoÆc Pa (Pascal). 

2. C¸c thµnh phÇn øng suÊt 

+  øng suÊt ph¸p σn, quy íc mang dÊu d¬ng nÕu lµ øng suÊt kÐo (h×nh 2.1.3 a).  

+  øng suÊt tiÕp τnm, quy íc mang dÊu d¬ng nÕu lµm cho phÇn xÐt quay thuËn 
chiÒu kim ®ång hå (h×nh 2.1.3 b).  

 

 
 

H×nh 2.1.3: Quy íc dÊu cña c¸c thµnh phÇn øng suÊt 
 

2.1.4. Tr¹ng th¸i øng suÊt (TTUS) t¹i mét ®iÓm trong vËt thÓ c©n b»ng  

1. §Þnh nghÜa 
TTUS t¹i mét ®iÓm trong vËt thÓ lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c øng suÊt trªn c¸c mÆt cña 

ph©n tè h×nh hép bao quanh ®iÓm ®ã. Gi¶ sö ph©n tè cã ph¸p tuyÕn trªn c¸c mÆt song 
song víi c¸c trôc to¹ ®é x, y, z (h×nh 2.1.4) th× c¸c thµnh phÇn øng suÊt ph¸p vµ tiÕp trªn 
mçi mÆt cña ph©n tè ®îc ký hiÖu: 
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132         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

+  Trªn mÆt cã ph¸p tuyÕn x: σx, τxy, τxz. 

+  Trªn mÆt cã ph¸p tuyÕn y: σy, τyx, τyz. 

+  Trªn mÆt cã ph¸p tuyÕn z: σz, τzx, τzy. 

 

 
 

H×nh 2.1.4: Ký hiÖu øng suÊt trªn c¸c mÆt 
 

V× ph©n tè n»m trong vËt thÓ c©n b»ng nªn nã còng ph¶i c©n b»ng díi t¸c dông 
cña øng suÊt trªn c¸c mÆt. Trong trêng hîp kh«ng cã lùc ph©n bè thÓ tÝch øng suÊt 
ph¸p trªn c¸c mÆt ®èi diÖn ph¶i b»ng nhau. Cßn trong mäi trêng hîp øng suÊt tiÕp trªn 
hai mÆt vu«ng gãc víi nhau ph¶i cã trÞ b»ng nhau vµ cã chiÒu cïng híng ra hoÆc cïng 
híng vµo giao tuyÕn gi÷a hai mÆt, cô thÓ lµ vÒ gi¸ trÞ: 

  xy yxτ = τ ;   yz zyτ = τ ;   xz zxτ = τ  

§©y lµ néi dung cña ®Þnh luËt ®èi øng cña øng suÊt tiÕp.  
 

2. MÆt chÝnh, ph¬ng chÝnh, øng suÊt chÝnh 
+  MÆt chÝnh lµ mÆt trªn ®ã chØ cã øng suÊt ph¸p kh«ng cã øng suÊt tiÕp. 

+  Ph¬ng chÝnh lµ ph¬ng ph¸p tuyÕn ngoµi cña mÆt chÝnh.  

+  Ph©n tè chÝnh lµ ph©n tè cã tÊt c¶ c¸c mÆt ®Òu lµ mÆt chÝnh.  

+  øng suÊt chÝnh lµ øng suÊt ph¸p trªn mÆt chÝnh. Víi ph©n tè chÝnh øng suÊt trªn 

c¸c mÆt ®îc ký hiÖu lµ: 1 2 3, ,σ σ σ , víi quy íc: 1 2 3σ > σ > σ .       

3. Ph©n lo¹i TTUS 

+  TTUS khèi lµ TTUS trong ®ã c¶ 3 øng suÊt chÝnh ®Òu cã trÞ ≠ 0 (h×nh 2.1.5 a).  

C¸c øng suÊt nµy ®îc ký hiÖu lµ 1 2 3, ,σ σ σ  (kÝ hiÖu chung lµ kσ , k = 1, 2, 3). 

TrÞ cña chóng ®îc x¸c ®Þnh tõ ph¬ng tr×nh: 

  3 2
k 1 k 2 k 3I I I 0σ − σ + σ − =  (2.1.1) 
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trong ®ã:                                       

  1 x y zI ;= σ + σ + σ  

  2 x y y z z xI = σ σ + σ σ + σ σ                                 (2.1.2) 

  

x yx zx

3 xy y zy

xz yz z

I

σ τ τ

= τ σ τ

τ τ σ

 

 

 
 

H×nh 2.1.5: C¸c lo¹i tr¹ng th¸i øng suÊt 
 

+ TTUS ph¼ng lµ TTUS mµ chØ 2 trong 3 øng suÊt chÝnh cã trÞ ≠ 0 (h×nh 2.1.5 b).  
Hai øng suÊt nµy thêng ®îc ký hiÖu lµ max min,σ σ . TrÞ vµ ph¬ng cña chóng 

®îc x¸c ®Þnh tõ c¸c c«ng thøc: 

  

2
x y x y 2

max xy2 2

σ + σ σ − σ 
σ = + + τ  

 
;  

  
xy

max
max y

tg ;
τ

α = −
σ − σ

 

  

2
x y x y 2

min xy2 2

σ + σ σ − σ 
σ = − + τ  

 
;  

  min max k
2

π
α + α =  ;   k = 1, 2, 3      (2.1.3) 

Theo luËt bÊt biÕn cña tr¹ng th¸i øng suÊt cã:  

  max min x y constσ + σ = σ + σ = . 

C¸c øng suÊt tiÕp cã trÞ lín nhÊt ®îc gäi lµ øng suÊt tiÕp cùc trÞ. TrÞ vµ ph¬ng 
cña chóng ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc: 

  max min
max min 2

σ − σ
τ = −τ = ;  

www.vn
co

ld.
vn

www.vn
co

ld.
vn



134         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

  0k45β = α + ;  

trong ®ã  

β - ph¬ng cña øng suÊt tiÕp lín nhÊt (nhá nhÊt);  

α - ph¬ng cña øng suÊt chÝnh lín nhÊt (nhá nhÊt). 
 

+ TTUS ®¬n lµ TTUS mµ chØ mét trong ba øng suÊt chÝnh ≠ 0 (h×nh 2.1.5 c).    
 

Ghi chó: 

C¸c øng suÊt cùc trÞ vµ ph¬ng cña chóng ë tr¹ng th¸i øng suÊt ph¼ng cßn cã thÓ 
x¸c ®Þnh b»ng ph¬ng ph¸p ®å gi¶i th«ng qua vßng trßn Mo (Mohr) øng suÊt. Trong hÖ 

to¹ ®é vu«ng gãc σ, τ vßng trßn nµy cã t©m C víi to¹ ®é 
x y

C , 0
2

σ + σ 
  
 

 vµ b¸n kÝnh 

CP, P ®îc gäi lµ ®iÓm cùc cã to¹ ®é ( )y xyP ,σ τ . Sö dông vßng trßn nµy ta x¸c ®Þnh 

®îc c¸c øng suÊt chÝnh, c¸c øng suÊt tiÕp cùc trÞ vµ c¸c ph¬ng cña chóng nh trªn 
h×nh 2.1.6. 

 

 
 

H×nh 2.1.6: Vßng Mo øng suÊt 
 

 

2.1.5. BiÕn d¹ng  

1. C¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ  
Trong hÖ to¹ ®é vu«ng gãc, chuyÓn vÞ t¹i mçi ®iÓm trong vËt thÓ chÞu lùc cã thÓ 

ph©n thµnh 3 thµnh phÇn theo 3 ph¬ng x, y, z:   

  u = u(x,y,z),  

  v = v(x, y, z),  

  w = w(x, y, z). 
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2. C¸c thµnh phÇn biÕn d¹ng 
Trong hÖ to¹ ®é vu«ng gãc, mçi ph©n tè trong vËt thÓ chÞu lùc cã 6 thµnh phÇn 

biÕn d¹ng: 

+  3 thµnh phÇn biÕn d¹ng th¼ng t¬ng ®èi cña c¸c c¹nh theo 3 ph¬ng x, y, z lµ 

x y z, ,ε ε ε .  

+  3 thµnh phÇn biÕn d¹ng gãc t¬ng ®èi cña gãc hîp bëi c¸c c¹nh cã ph¬ng ban 
®Çu song song víi c¸c trôc x, y, z lµ xy yz zx, ,γ γ γ . 
 

Ghi chó: 

Mäi c«ng thøc tÝnh to¸n víi c¸c thµnh phÇn biÕn d¹ng ®Òu cã d¹ng gièng víi c¸c 
c«ng thøc tÝnh to¸n víi c¸c thµnh phÇn øng suÊt. Do vËy, khi tÝnh to¸n biÕn d¹ng chØ 
cÇn thay c¸c thµnh phÇn øng suÊt x y z xy yz zx, , , , ,σ σ σ τ τ τ  b»ng c¸c thµnh phÇn biÕn 

d¹ng t¬ng øng x y z, ,ε ε ε , xy yz zx
1 1 1

, ,
2 2 2

γ γ γ . 

 

2.2.  §Æc trng c¬ häc cña vËt liÖu vµ c¸c thuyÕt bÒn 
2.2.1. §Æc trng c¬ häc cña vËt liÖu 

 

Trong Søc bÒn vËt liÖu thêng ph©n vËt liÖu thµnh 2 lo¹i: VËt liÖu dÎo vµ vËt liÖu 
dßn. Mçi lo¹i vËt liÖu cã nh÷ng ®Æc tÝnh c¬ häc kh¸c nhau. 

XÐt biÕn d¹ng cña mét vËt liÖu dÎo ®Æc trng lµ thÐp. H×nh 2.2.1 lµ ®å thÞ biÓu 
diÔn quan hÖ gi÷a øng suÊt vµ biÕn d¹ng cña mÉu thÐp khi thÝ nghiÖm kÐo. §å thÞ nµy 
bao gåm 3 ®o¹n:  

+  §o¹n OA lµ giai ®o¹n ®µn håi tû lÖ. Trong giai ®o¹n nµy biÕn d¹ng tû lÖ bËc nhÊt 
víi øng suÊt. TÝnh ®µn håi thÓ hiÖn ë chç nÕu gi¶m t¶i ®Ó øng suÊt trë vÒ 0, biÕn 
d¹ng còng b»ng 0. øng suÊt øng víi ®iÓm A kÕt thóc cña giai ®o¹n tû lÖ ®îc gäi 
lµ giíi h¹n tû lÖ, ký hiÖu lµ σtl. 

+  §o¹n CD lµ giai ®o¹n ch¶y dÎo. Trong giai ®o¹n nµy øng suÊt kh«ng thay ®æi cßn 
biÕn d¹ng t¨ng kh¸ lín, vËt liÖu hÇu nh kh«ng cßn kh¶ n¨ng chèng l¹i biÕn d¹ng. 
NÕu gi¶m t¶i ®Ó øng suÊt trë vÒ 0 mÉu vÉn cßn biÕn d¹ng. PhÇn biÕn d¹ng nµy 

®îc gäi lµ biÕn d¹ng dÎo hoÆc biÕn d¹ng d. øng suÊt øng víi ®iÓm vËt liÖu bíc 
vµo giai ®o¹n nµy ®îc gäi lµ giíi h¹n ch¶y, ký hiÖu lµ σch. CÇn nãi thªm lµ cã 
mét sè vËt liÖu giai ®o¹n ch¶y kh«ng râ rÖt, ch¼ng h¹n nh mét sè lo¹i thÐp cøng, 
®ång v.v...  Trong thùc tÕ quy íc giíi h¹n ch¶y lµ øng suÊt øng víi biÕn d¹ng dÎo 
cã gi¸ trÞ b»ng 0,2%. 

+  §o¹n DB lµ giai ®o¹n cñng cè. Sang giai ®o¹n nµy vËt liÖu l¹i cã kh¶ n¨ng chèng 

l¹i biÕn d¹ng, do vËy biÕn d¹ng chØ t¨ng khi øng suÊt t¨ng. øng suÊt øng víi ®iÓm 
B lµ giíi h¹n chÞu lùc tèi ®a cña vËt liÖu ®îc gäi lµ giíi h¹n bÒn, ký hiÖu lµ σB.  
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          H×nh 2.2.1: BiÓu ®å kÐo mÉu thÐp          H×nh 2.2.2: BiÓu ®å kÐo mÉu gang        
 

BiÓu ®å kÐo vËt liÖu dßn, vÝ dô gang, cã d¹ng nh trªn h×nh 2.2.2. Kh¸c víi vËt 
liÖu dÎo, vËt liÖu dßn kh«ng cã giai ®o¹n ch¶y, giai ®o¹n tû lÖ kh«ng râ nÐt, mÉu bÞ kÐo 

®øt khi biÕn d¹ng cßn rÊt bÐ. øng suÊt øng víi ®iÓm mÉu bÞ kÐo ®øt ®îc gäi lµ giíi  
h¹n bÒn.  

Ngoµi thÝ nghiÖm kÐo cßn lµm thÝ nghiÖm nÐn, thÝ nghiÖm c¾t mÉu ®Ó x¸c ®Þnh 
c¸c øng suÊt giíi h¹n øng víi c¸c trêng hîp chÞu lc nµy. VËt liÖu dÎo cã giíi h¹n 
ch¶y khi kÐo vµ khi nÐn nh nhau. VËt liÖu dßn cã giíi h¹n bÒn khi kÐo nhá h¬n nhiÒu 

so víi giíi h¹n bÒn khi nÐn. Trong c¸c giíi h¹n trªn σch ®îc coi lµ giíi h¹n chÞu lùc tèi 

®a cña vËt liÖu dÎo, σB  ®îc xem lµ kh¶ n¨ng chÞu lùc tèi ®a cña vËt liÖu dßn.  

Ngoµi c¸c giíi h¹n vÒ øng suÊt nªu ë trªn víi c¸c lo¹i vËt liÖu cßn lµm thÝ nghiÖm 
x¸c ®Þnh vµ sö dông c¸c ®Æc trng c¬ häc sau: 

+  M«®un ®µn håi cña vËt liÖu (m« ®un I-©ng) lµ hÖ sè tû lÖ gi÷a biÕn d¹ng vµ øng 
suÊt, ký hiÖu lµ E. Gi¸ trÞ nµy chÝnh lµ hÖ sè gãc cña ®o¹n OA øng víi giai ®o¹n 
tû lÖ: 

  E tg
σ

= α =
ε

 

+  HÖ sè biÕn d¹ng ngang (hÖ sè Poat-x«ng), ký hiÖu lµ µ: 

  n

d

ε
µ =

ε
    

trong ®ã d n,ε ε  lµ biÕn d¹ng theo ph¬ng däc vµ biÕn d¹ng theo ph¬ng ngang vu«ng 

gãc víi nã. 
 

+  M«®un ®µn håi trît G vµ m«®un biÕn d¹ng thÓ tÝch K tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  
( )
E

G
2 1

=
+ µ

; 

  
( )

E
K

3 1 2
=

− µ
. 
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§Ó x¸c ®Þnh tÝnh dÎo cña vËt liÖu sö dông 2 ®Æc trng lµ ®é d∙n d t¬ng ®èi δ vµ 

®é th¾t d t¬ng ®èi ψ: 

  1 o

o

−
δ =

 


; 

  o 1

o

F F

F

−
ψ =  

trong ®ã: o o 1 1; F ; ; F   lÇn lît lµ chiÒu dµi, diÖn tÝch cña mÉu ban ®Çu vµ khi bÞ ®øt. 
 

Díi ®©y giíi thiÖu mét sè ®Æc trng c¬ häc cña mét sè vËt liÖu th«ng dông. 
 

B¶ng 2.2.1: M«®un ®µn håi E cña vËt liÖu 
 

VËt liÖu 
M«®un ®µn håi E 

(MN/m2) 
VËt liÖu 

M«®un ®µn håi E  
(MN/m2) 

Bª t«ng m¸c 
§«ng cøng  

tù nhiªn Chng hÊp ThÐp carbon 210000 

100 17000 15500 Gang 75000 - 150000 

150 21000 19000 §ång 110000 

200 24000 21500 Nh«m 69000 

250 26500 24000 §uyra 71000 

300 29000 26000 Thuû tinh 700000 

350 31000 28000 §¸ hoa c¬ng 49000 

400 33000 30000 §¸ v«i 42000 

450 34500 31000 Sa th¹ch 18000 

500 36000 32500 CÈm th¹ch 56000 

600 38000 34000   

 

B¶ng 2.2.2: HÖ sè biÕn d¹ng ngang cña vËt liÖu 
 

VËt liÖu µ VËt liÖu µ 

ThÐp 0,25 - 0,30 §¸ 0,20 - 0,34 

§ång 0,31 - 0,34 Bª t«ng 0,08 - 0,18 

Gang 0,23 - 0,27 Cao su 0,47 

Nh«m 0,32 - 0,36 
C¸t chÆt võa  
vµ chÆt 0,15 - 0,30 

Thuû tinh 0,25 §Êt sÐt 0,20 - 0,40 
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B¶ng 2.2.3: Giíi h¹n bÒn σB cña mét sè vËt liÖu dßn (MN/m2) 
 

VËt liÖu Khi kÐo Khi nÐn 

Gang thêng 140 - 180 600 - 1000 

Gang h¹t mÞn 210 - 250 ®Õn 1400 

Gç th«ng    

+ Däc thí 80 40 

+ Ngang thí - 5 

§¸ hoa c¬ng 3 120 - 260 

Sa th¹ch 2 40 - 150 

§¸ v«i - 50 - 150 

G¹ch - 7,4 - 30 

Bª t«ng - 5 - 35 

Khèi ®¸ x©y 0,2 - 0,5 2,5 - 9 
 

2.2.2. C¸c thuyÕt bÒn 

1. ThuyÕt bÒn øng suÊt ph¸p cùc ®¹i 

+  LuËn ®iÓm: øng suÊt ph¸p cùc ®¹i lµ nguyªn nh©n ph¸ ho¹i vËt liÖu. 

+  §iÒu kiÖn bÒn: 

  
[ ]
[ ]

1 k

3 n

σ ≤ σ

σ ≤ σ
 (2.2.1) 

trong ®ã [ ] [ ]k n
,σ σ  lµ øng suÊt cho phÐp cña vËt liÖu khi chÞu kÐo vµ khi chÞu nÐn ®îc 

x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc: 

  [ ] 0

n

σ
σ =  (2.2.2) 

víi σ0 lµ øng suÊt giíi h¹n vµ n lµ hÖ sè an toµn.  

VËt liÖu dÎo lÊy σ0 = σch.  

VËt liÖu dßn lÊy σ0 = σB.  

HÖ sè an toµn lÊy trÞ sè > 1. 
 

2. ThuyÕt bÒn øng suÊt tiÕp lín nhÊt 

+  LuËn ®iÓm: øng suÊt tiÕp lín nhÊt lµ nguyªn nh©n ph¸ ho¹i vËt liÖu. 

+  §iÒu kiÖn bÒn: 

  [ ]maxτ ≤ τ  (2.2.3) 
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hoÆc biÓu diÔn qua øng suÊt chÝnh: 

  [ ]1 3σ − σ ≤ σ  (2.2.4) 

3. ThuyÕt bÒn thÕ n¨ng biÕn ®æi h×nh d¸ng 

+  LuËn ®iÓm: N¨ng lîng tÝch luü khi biÕn d¹ng vÒ mÆt h×nh d¸ng lµ nguyªn nh©n 
ph¸ ho¹i vËt liÖu. 

+  §iÒu kiÖn bÒn: 

    ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2 2 2 2 2
x y y z z x xy yz zx

1
3

2
 σ − σ + σ − σ + σ − σ + τ + τ + τ ≤ σ  

 (2.2.5) 

4. ThuyÕt bÒn Mo 

+  LuËn ®iÓm: σ1 vµ σ3 lµ nguyªn nh©n ph¸ ho¹i vËt liÖu. 

+  §iÒu kiÖn bÒn: 

  
[ ]
[ ] [ ]k

1 3 k
n

σ
σ − σ ≤ σ

σ
 (2.2.6) 

Ghi chó: Víi c¸c kÕt cÊu lµm b»ng c¸c vËt liÖu cô thÓ nh g¹ch ®¸, bª t«ng, BTCT, 
thÐp, v.v... thay cho hÖ sè an toµn ngêi ta ®∙ ®a vµo mét sè hÖ sè kh¸c nh hÖ sè vît 
t¶i, hÖ sè ®iÒu kiÖn lµm viÖc v.v... (xem STKTTL, PhÇn 1 - TËp 2). 

 
 

2.3. §Æc trng h×nh häc mÆt c¾t ngang cña thanh 
2.3.1. §Þnh nghÜa 

1. DiÖn tÝch h×nh ph¼ng F 

  
F

F dF= ∫                                                   

2. M« men tÜnh cña h×nh ph¼ng 
+  §èi víi trôc x:  

  x
F

S ydF= ∫      

+  §èi víi trôc y:      

  y
F

S xdF= ∫  

3. To¹ ®é träng t©m C cña h×nh ph¼ng 

  y
c

S
x

F
=  

  x
c

S
y

F
=  
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H×nh 2.3.1 
 

4. M« men qu¸n tÝnh cña h×nh ph¼ng 
 +  §èi víi trôc x: 

  2
x

F

J y dF= ∫  

+  §èi víi trôc y: 

  2
y

F

J x dF= ∫  

5. M« men qu¸n tÝnh ly t©m cña h×nh ph¼ng ®èi víi hÖ trôc xy 

  xy
F

J xydF= ∫  

6. M« men qu¸n tÝnh cùc cña h×nh ph¼ng ®èi víi mét ®iÓm 

  2

F

J dFρ = ρ∫ ;   

7. M« men qu¸n tÝnh chÝnh trung t©m 

+  Trôc trung t©m: Trôc x ®îc gäi lµ trôc trung t©m nÕu m« men tÜnh cña h×nh 

ph¼ng ®èi víi nã b»ng 0 (Sx = 0). Tõ c«ng thøc tÝnh träng t©m cña h×nh ph¼ng cã 
thÓ thÊy trôc trung t©m lµ trôc bÊt kú ®i qua träng t©m cña h×nh. 

+  HÖ trôc chÝnh: HÖ trôc xy ®îc gäi lµ hÖ trôc chÝnh nÕu m« men qu¸n tÝnh ly t©m 

cña h×nh ph¼ng ®èi víi hÖ trôc ®ã b»ng 0 (Jxy = 0). Víi h×nh ph¼ng cã Ýt nhÊt mét 
trôc lµ trôc ®èi xøng, hÖ trôc chÝnh lµ hÖ trôc cã mét trôc lµ trôc ®èi xøng ®ã. 

+  HÖ trôc chÝnh trung t©m: HÖ trôc xy ®îc gäi lµ hÖ trôc chÝnh trung t©m nÕu cã 

gèc ®Æt t¹i träng t©m cña h×nh ph¼ng (Sx = Sy = 0) vµ m« men qu¸n tÝnh ly t©m 

®èi víi hÖ trôc ®ã b»ng 0 (Jxy = 0). Víi h×nh ph¼ng cã hai trôc lµ trôc ®èi xøng, 
hai trôc ®èi xøng ®ã chÝnh lµ hai thµnh phÇn cña cña hÖ trôc chÝnh trung t©m. 

+  M« men quan tÝnh ®èi víi hÖ trôc chÝnh trung t©m ®îc gäi lµ m« men qu¸n tÝnh 
chÝnh trung t©m. Cã hai gi¸ trÞ m« men qu¸n tÝnh chÝnh trung t©m, gi¸ trÞ cùc ®¹i, 

ký hiÖu lµ Jmax, cßn gi¸ trÞ kia lµ cùc tiÓu, ký hiÖu lµ Jmin. 
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8. B¸n kÝnh qu¸n tÝnh cña h×nh ph¼ng 
+  §èi víi trôc x: 

  x
x

J
i

F
= ; 

+  §èi víi trôc y: 

  
y

y

J
i

F
= . 

9. M«®un chèng uèn cña h×nh ph¼ng 
+  §èi víi trôc x: 

  x
x

max

J
W

y
=  

+  §èi víi trôc y: 

  
y

y
max

J
W

x
=  

trong ®ã: xmax, ymax lµ kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm xa nhÊt trªn mÐp biªn ®Õn trôc y vµ trôc x lµ 
hai thµnh phÇn cña hÖ trôc chÝnh trung t©m. 

 

10. M«®un chèng xo¾n cña mÆt c¾t trßn hoÆc vµnh kh¨n 

  
max

J
W ρ

ρ =
ρ

 

trong ®ã: ρmax lµ b¸n kÝnh øng víi chu vi ngoµi cña mÆt c¾t. 
 

Chó ý: 

+  Thø nguyªn cña m« men tÜnh lµ [dµi]3, cßn cña m« men qu¸n tÝnh lµ [dµi]4. 

+  M« men tÜnh vµ m« men qu¸n tÝnh ly t©m cã thÓ d¬ng, ©m hoÆc b»ng 0, cßn m« 
men qu¸n tÝnh vµ m« men qu¸n tÝnh cùc lu«n cã trÞ sè d¬ng. 

+  Khi tÝnh m« men tÜnh vµ m« men qu¸n tÝnh cã thÓ sö dông nguyªn lý chång chÊt, 
cã nghÜa lµ víi mét h×nh phøc t¹p gåm n h×nh ®¬n gi¶n cã thÓ tÝnh riªng cho tõng 
h×nh råi céng kÕt qu¶ l¹i. VÝ dô, víi h×nh ph¼ng ®îc chia thµnh n h×nh th× m« men 
tÜnh víi trôc x cña toµn h×nh: 

  
i

n

x x
i 1

S S
=

= ∑  

+   Víi mét h×nh ph¼ng bÊt kú lu«n lu«n cã:  

  Jρ  = JX + JY. 
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2.3.2. Mét sè c«ng thøc thêng dïng 
 

 
 

H×nh 2.3.2 
 

1.  C«ng thøc tÝnh m« men qu¸n tÝnh cña h×nh ph¼ng ®èi víi hÖ trôc xy bÊt kú tõ  
m« men qu¸n tÝnh cña h×nh ph¼ng víi hÖ trôc xcyc ®i qua träng t©m song song  
víi nã (h×nh 2.3.2 a):  

  2
x xcJ J a F= +  

  2
y ycJ J b F= +  (2.3.1) 

  
c cxy x yJ J abF= +  

2.  C«ng thøc tÝnh m« men qu¸n tÝnh cña h×nh ph¼ng khi quay trôc mét gãc α (h×nh 
2.3.2 b): 

  
x y x y

U xy

J J J J
J cos2 J sin 2

2 2

+ −
= + α − α  

  
x y

UV xy

J J
J sin 2 J cos2

2

−
= α + α  

trong ®ã chiÒu d¬ng cña gãc α quy íc nh trªn h×nh 2.10 b. 
 

3.  C«ng thøc x¸c ®Þnh c¸c m« men qu¸n tÝnh chÝnh trung t©m vµ ph¬ng cña trôc 
chÝnh trung t©m: 

  

2
x y x y 2

max xy
min

J J J J
J J

2 2

+ − 
= ± +  

 
 (2.3.2) 

trong ®ã dÊu "+" øng víi Jmax, dÊu "–" øng víi Jmin.                   

  
xy xy

max
max y x min

J J
tg

J J J J
α = − = −

− −
 (2.3.3)  
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VÝ dô:  

X¸c ®Þnh m« men qu¸n tÝnh chÝnh trung t©m cña h×nh ph¼ng cho trªn h×nh 2.3.4. 

 

 
 

H×nh 2.3.4 
 
1.  X¸c ®Þnh träng t©m cña mÆt c¾t ngang: 

Chia mÆt c¾t ®∙ cho thµnh 2 h×nh ch÷ nhËt 1 vµ 2 (h×nh 2.3.4). Chän hÖ trôc ban 

®Çu x0y0 ≡ x1y1 vµ x¸c ®Þnh träng t©m C (xc, yc) cña mÆt c¾t ®èi víi hÖ trôc ban ®Çu 

x0y0. Do tÝnh chÊt ®èi xøng cña mÆt c¾t nªn xc = 0 vµ yc b»ng:   

  0 1 2x c 1 c 2
c

1 2

S y F y F 0 8 2 14
y 4 cm

F F F 14 2 2 14

+ + × ×
= = = =

+ × + ×
 

NÕu chän gèc to¹ ®é ë träng t©m C th× hÖ trôc xCy lµ hÖ trôc qu¸n tÝnh chÝnh 
trung t©m cña mÆt c¾t.  

 

2.  X¸c ®Þnh m« men qu¸n tÝnh chÝnh trung t©m cña mÆt c¾t:  

  
3 3

2 2 4
x

14 2 2 14
J 4 14 2 4 2 14 1362,67 cm

12 12

   × ×
= + × × + + × × =      

   
   

  
3 3

4
y

2 14 14 2
J 466,67cm

12 12

× ×
= + = . 

 

B¶ng 2.3.1. C¸c ®Æc trng h×nh häc cña mét sè h×nh ph¼ng 
 

MÆt c¾t 
M« men qu¸n tÝnh  

Jx 

M« ®un chèng uèn 

Wx 

DiÖn tÝch 
mÆt c¾t  

F 

B¸n kÝnh qu¸n tÝnh  
ix 

 

3bh
12

 
2bh

6
 bh 0,289 h 
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MÆt c¾t 
M« men qu¸n tÝnh  

Jx 

M« ®un chèng uèn 

Wx 

DiÖn tÝch 
mÆt c¾t  

F 

B¸n kÝnh qu¸n tÝnh  
ix 

 

( )3 3b H - h

12
 

( )3 3b H - h

6H
 b(H – h) 

( )
3 3H - h

12 H - h
 

 

3 3BH - bh
12

 
3 3BH - bh
6H

 BH – bh 
( )

3 3BH - bh
12 BH - bh

 

 

4h
12

 
3

3h
= 0,1179h

6 2
 h2 0,289 h 

 

3bh
36

 
2bh

24
 

bh
2

 
h

= 0,236h
18

 

 

( )4 4p D - d

64
 

( )4 4p D - d

32D
 

( )2 2p D - d

4
 

2 2D + d
16

 

 

0,039 D4 0,088 D3 0,740 D2 0,230 D 

 

0,038 D4 0,087 D3 0,693 D2 0,235 D 
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MÆt c¾t 
M« men qu¸n tÝnh  

Jx 

M« ®un chèng uèn 

Wx 

DiÖn tÝch 
mÆt c¾t  

F 

B¸n kÝnh qu¸n tÝnh  
ix 

 

0,044 D4 0,092 D3 0,763 D2 0,240 D 

 

4 45 3
R = 0,5413R

16
 

35
R

8
 0,6945 D2 0,456 R 

 

4 45 3
R = 0,5413R

16
 0,5413 R3 0,6945 D2 0,456 R 

 

4

4

1+ 2 2
R =

6

= 0,6381R

 0,6906 R3 0,707 D2 0,475 R 

 

( )
2 2

1 1
3

1

6b + 6bb + b
h

36 2b + b
 

 
 
 

1

1

3b + 2b1
e = h

3 2b + b
 

( )
2 2

21 1

1

6b + 6bb + b
h

12 3b + 2b
 ( )1b + 0,5b h  

 

( )
×

1

h
6 2b + b

 

( )2 2
1 12 6bb +6b +b

 
 

 ( )

 
 
 

4

4

1

D p 8
- =

16 8 9p

= 0,00687D

e = 0,21221D

 

3
1

3
2

W = 0,03234 × D

W = 0,02385 × D
 π 2D

8
 0,135 D 
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2.4. TÝnh thanh, dÇm vµ d©y mÒm 
2.4.1. TÝnh thanh chÞu kÐo (nÐn) ®óng t©m 

1. Néi lùc trªn mÆt c¾t ngang 
Lùc däc NZ   

2. Quy íc dÊu cña lùc däc 
NZ > 0 nÕu lµ lùc kÐo,  

NZ < 0 nÕu lµ lùc nÐn (h×nh 2.4.1). 

 

 
 

H×nh 2.4.1: DÊu cña NZ 

 

3. øng suÊt trªn mÆt c¾t ngang                     

  z
z

N

F
σ =  zE= ε  (2.4.1) 

trong ®ã: 

F - DiÖn tÝch mÆt c¾t ngang; 

εZ - BiÕn d¹ng dµi t¬ng ®èi theo ph¬ng däc trôc.  
 

øng suÊt σZ lu«n cã cïng dÊu víi lùc däc NZ. BiÓu ®å ph©n bè øng suÊt σZ trªn 
mÆt c¾t ngang nh trªn h×nh 2.4.2. 

         

 
 

H×nh 2.4.2: BiÓu ®å ph©n bè øng suÊt σZ  trªn mÆt c¾t ngang 
 

4. BiÕn d¹ng 
BiÕn d¹ng däc cña thanh gåm n ®o¹n cã néi lùc vµ ®é cøng trong mçi ®o¹n kh¸c nhau:  

  
( )

i

n n
zi

i
i 1 i 1 i

N
dz

EF= =
∆ = ∆ =∑ ∑ ∫


   (2.4.2)  

trong ®ã: EF lµ ®é cøng cña thanh chÞu lùc däc. 

www.vn
co

ld.
vn

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 2 - c¬ kÕt cÊu 147 

 

NÕu trªn ®o¹n thanh nµo ®ã cã NZ = const, EF = const th× cã thÓ tÝnh biÕn d¹ng 
däc theo c«ng thøc ®¬n gi¶n sau: 

  zN

EF
∆ =

  (2.4.3) 

víi  lµ chiÒu dµi ®o¹n thanh.  

DÊu cña biÕn d¹ng lÊy theo dÊu cña lùc däc. NÕu ∆ > 0 thanh bÞ d∙n dµi, ∆ < 0 

thanh  bÞ co ng¾n. 
 

VÝ dô 1:  

Cho thanh chÞu lùc nh trªn h×nh 2.4.3. VÏ biÓu ®å néi lùc, tÝnh øng suÊt trªn  
mÆt c¾t ngang vµ tÝnh biÕn d¹ng dµi cña thanh. BiÕt thanh cã diÖn tÝch mÆt c¾t ngang  
F = 1 cm2, m«®un ®µn håi cña vËt liÖu lµm thanh E = 2.104 kN/cm2, P = 100 kN,  

q = 4 P/,  = 2 m. 

+  VÏ biÓu ®å néi lùc: Thanh ®îc chia lµm 2 ®o¹n: AB vµ BC. 

-  XÐt ®o¹n AB: Dïng mÆt c¾t 1-1, gèc to¹ ®é t¹i A:    

  1
zN P= +     ( )0 z / 2≤ ≤   

-  XÐt ®o¹n AB: Dïng mÆt c¾t 2-2, gèc to¹ ®é t¹i B:   

  2
zN P qz= −     ( )0 z / 2≤ ≤   

BiÓu ®å néi lùc nh trªn h×nh 2.4.3. 

 

 
 

H×nh 2.4.3 
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+  TÝnh øng suÊt : 

-  øng suÊt kÐo lín nhÊt: 

  2z
K

N P 100
100 kN / cm

F F 1

+
σ = = = =  

-  øng suÊt nÐn lín nhÊt: 

  2z
N

N P 100
100 kN / cm

F F 1

− −
σ = = = = −  

+  TÝnh biÕn d¹ng cña thanh:       

  ∆ = ∆AB + ∆BC  

  
1
z

AB
N / 2 P

EF 2EF

+
∆ = =

     

  
/ 2 / 22

z
BC

0 0

N P qz
dz dz 0

EF EF

−
∆ = = =∫ ∫

 
  

  AB BC∆ = ∆ + ∆    = 3
6

P 100 200
5 10 cm

2EF 2 2 10 1
−×

= = + ×
× × ×


 > 0.  

VËy thanh bÞ d∙n. 
                                  

5. §iÒu kiÖn bÒn 

  [ ]zN

F
≤ σ  

trong ®ã: [ ]σ  lµ øng suÊt cho phÐp cña vËt liÖu. 
 

Tõ ®iÒu kiÖn bÒn cã thÓ gi¶i c¸c bµi to¸n: KiÓm tra bÒn, chän t¶i träng cho phÐp 
®Æt vµo kÕt cÊu hoÆc chän lùa kÝch thíc cña mÆt c¾t ngang cña thanh ®Ó b¶o ®¶m an 
toµn cho kÕt cÊu. 

 

VÝ dô 2:  

Cho kÕt cÊu chÞu lùc nh h×nh 2.4.4. KiÓm tra bÒn cho thanh BC vµ chän mÆt c¾t 

cho thanh AB. BiÕt P = 0,03 MN, FBC = 0,02 m2, c¸c thanh ®Òu lµm b»ng cïng mét lo¹i 

vËt liÖu cã [ ] 2140 MN / mσ = . 
 

Gi¶i:  

Dïng mÆt c¾t 1-1 c¾t kÕt cÊu lµm 2 phÇn, xÐt phÇn ngoµi cã chøa t¶i träng P. 
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H×nh 2.4.4 

 

+ X¸c ®Þnh néi lùc: 

  ∑MA = 0 → P.4 – NBC . r = 0 (*) 

  r = AB.sinα;  sinα = 3/5 r 4.3 / 5⇒ = ;  

thay vµo (*)  BC
5

N P 0, 05 MN
3

⇒ = = . 

T¬ng tù:  

  C AB
4

m 0 N P 0, 04 MN
3

= ⇒ = =∑ . 

+  KiÓm tra bÒn cho thanh BC:                                         

                          [ ]BC 2 2BC
z

BC

N 0, 05
2,5MN / m 140 MN / m

F 0, 02
σ = = = < σ = .  

VËy thanh an toµn vÒ ®é bÒn. 
 

+  Chän mÆt c¾t cho thanh AB:  

  
[ ]

4 2 2AB
AB

N 0,04
F 2,857.10 m 2,857cm

140
−≥ = = =

σ
.  

Chän 2
AB cm9,2F =  

 

2.4.2. TÝnh dÇm chÞu uèn ph¼ng 

1. DÇm 
ThuËt ng÷ chuyªn m«n chØ thanh chñ yÕu chÞu uèn díi t¸c dông cña t¶i träng. 

2. C¸c thµnh phÇn néi lùc trªn mÆt c¾t ngang 

M« men uèn Mx vµ lùc c¾t Qy. 

3. Quy íc dÊu néi lùc 

+  Mx > 0 nÕu lµm c¨ng thí díi vµ Mx < 0 nÕu lµm c¨ng thí trªn cña dÇm. 

+  Qy > 0 nÕu lµm cho phÇn xÐt quay thuËn chiÒu kim ®ång hå, Qy < 0 nÕu lµm phÇn 
xÐt quay ngîc chiÒu kim ®ång hå (h×nh 2.4.5). 
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H×nh 2.4.5: Quy íc dÊu cña M vµ Q trªn mÆt c¾t ngang 
 

 

4. Liªn hÖ vi ph©n gi÷a c¸c néi lùc vµ t¶i träng ph©n bè 
                                                                         

 
 

H×nh 2.4.6 
 

 

Tõ ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña ®o¹n dÇm cã chiÒu dµi dz (h×nh 2.4.6) rót ra liªn hÖ vi 
ph©n gi÷a néi lùc Qy, My vµ cêng ®é cña t¶i träng ph©n bè q t¹i mÆt c¾t z nh sau: 

  ( )ydQ
q z

dz
= ;   x

y
dM

Q
dz

= ;   ( )
2

x
2

d M
q z

dz
=  (2.4.4) 

 

 
 

H×nh 2.4.7 
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Tõ c¸c mèi liªn hÖ nµy rót ra mét sè nhËn xÐt sau (h×nh 2.4.7):  

+  NÕu q lµ hµm bËc n cña z th× Qy lµ hµm bËc n + 1 vµ Mx lµ hµm bËc n + 2. Trêng 

hîp thêng gÆp q = const th×  Qy lµ hµm bËc nhÊt, Mx lµ hµm bËc 2.  

+  T¹i mçi mÆt c¾t cña dÇm, cêng ®é t¶i träng ph©n bè q b»ng hÖ sè gãc cña tiÕp 

tuyÕn víi biÓu ®å Q (q = tgαQ) vµ lùc c¾t b»ng hÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn víi biÓu 

®å m« men (Q = tgαM). 

+  T¹i mÆt c¾t q = 0 th× Q ®¹t cùc trÞ, t¹i mÆt c¾t Q = 0 th× M ®¹t cùc trÞ. 
 

5. øng suÊt trªn mÆt c¾t ngang 

+  øng suÊt ph¸p:  

  x
z

x

M
y

J
σ =  (2.4.5) 

hoÆc tÝnh theo c«ng thøc kü thuËt:  

  x
z

x

M
y

J
σ = ±  (2.4.6) 

 +  øng suÊt tiÕp:  

  

c
xy

zy
x c

SQ

J b
τ =  (2.4.7) 

trong ®ã: 

Mx, Qy - m« men uèn vµ lùc c¾t t¹i mÆt c¾t cÇn tÝnh øng suÊt; 

Jx - m« men qu¸n tÝnh cña mÆt c¾t ®èi víi trôc x; 

y - tung ®é cña ®iÓm tÝnh øng suÊt; 
c
xS  - m« men tÜnh ®èi víi trôc x cña phÇn mÆt c¾t giíi h¹n tõ ®iÓm tÝnh øng suÊt ®Õn  

    biªn díi cña mÆt c¾t; 

bc - chiÒu réng cña ®êng c¾t ®i qua ®iÓm tÝnh øng suÊt.  
 

Chó ý lµ trôc x sö dông trong tÝnh to¸n lµ mét thµnh phÇn cña hÖ trôc qu¸n tÝnh 
chÝnh trung t©m. V× trªn trôc x øng suÊt ph¸p b»ng 0, nªn trôc x cßn ®îc gäi lµ trôc 
trung hoµ. 

 

+  DÊu cña øng suÊt  

-  DÊu cña øng suÊt ph¸p: NÕu tÝnh theo c«ng thøc (2.4.5) th× dÊu cña σz phô 

thuéc dÊu cña Mx vµ y. Cßn nÕu tÝnh theo c«ng thøc kü thuËt (2.4.6) th× lÊy dÊu 

cña øng suÊt theo ph©n vïng øng suÊt. øng suÊt n»m ë vïng mÆt c¾t chÞu kÐo 
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lÊy dÊu d¬ng, n»m ë vïng mÆt c¾t chÞu nÐn lÊy dÊu ©m. Vïng chÞu kÐo hay 
chÞu nÐn cña mÆt c¾t ®îc x¸c ®Þnh theo chiÒu c¨ng cña m« men t¹i mÆt c¾t 
®ã. VÝ dô ë mÆt c¾t vÏ ë h×nh 2.4.8 øng suÊt ë ®iÓm A mang dÊu d¬ng, ë ®iÓm 
B mang dÊu ©m. Do dã 

  xA
z A

x

M
y

J
σ = + ,  

cßn    xB
z B

x

M
y

J
σ = − . 

-  DÊu cña øng suÊt tiÕp: Lu«n lÊy trïng víi dÊu cña lùc c¾t Qy.  
 

+  BiÓu ®å øng suÊt 

Trªn mÆt c¾t ngang biÓu ®å øng suÊt ph¸p cã d¹ng bËc nhÊt, biÓu ®å øng suÊt tiÕp 
cã d¹ng parabol (h×nh 2.4.8). 

 

 
 

H×nh 2.4.8: BiÓu ®å øng suÊt ph¸p vµ tiÕp trªn mÆt c¾t ngang 
 

6. ChuyÓn vÞ cña dÇm (h×nh 2.4.9) 
 

 
 

H×nh 2.4.9: ChuyÓn vÞ cña dÇm 
 

+  §êng ®µn håi: ThuËt ng÷ chuyªn m«n chØ trôc cong cña dÇm khi bÞ uèn. 

+  C¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ: 

-  §é vâng cña trôc dÇm, thêng ký hiÖu lµ y. 

-  Gãc xoay cña mÆt c¾t ngang, thêng ký hiÖu lµ θ. 
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+  Ph¬ng tr×nh x¸c ®Þnh ®é vâng vµ gãc xoay: 

  
2

x
2

x

Md y

EJdz
= −  (2.4.8) 

  
dy

dz
θ =  

trong ®ã EJx lµ ®é cøng chèng uèn cña dÇm. Díi ®©y ®Ó ®¬n gi¶n sÏ ký hiÖu lµ EJ. 
 

+ Mét sè ph¬ng ph¸p x¸c ®Þnh ph¬ng tr×nh ®êng ®µn håi cña dÇm: 

-  Ph¬ng ph¸p tÝch ph©n kh«ng x¸c ®Þnh: 

TÝch ph©n trùc tiÕp ph¬ng tr×nh vi ph©n (2.4.8) ®îc:  

  xM
dz C

EJ
θ = − +∫ ; 

  xM
y dz dz Cz D

EJ
 = − + +  ∫ ∫  

Sau ®ã dùa vµo ®iÒu kiÖn chuyÓn vÞ t¹i c¸c liªn kÕt x¸c ®Þnh c¸c h»ng sè tÝch ph©n 
C vµ D. 

-  Ph¬ng ph¸p th«ng sè ban ®Çu: 

ThiÕt lËp c«ng thøc truy håi ®Ó thiÕt lËp ph¬ng tr×nh ®é vâng cña ®o¹n thø i + 1 
nÕu biÕt ph¬ng tr×nh ®é vâng cña ®o¹n thø i: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i 1 i a a i 1 i 1 i i
1

y z y z y z a K M a K M a
EJ+ + + = + ∆ + ∆θ − − − ×   

               
( ) ( ) ( ) ( )2 3

i 1 i 1 i i
z a z a1

K Q a K Q a
2! EJ 3!+ +
− −

 × − − −   

               ( ) ( ) ( )4
i 1 i 1 i i

z a1
K q a K q a

EJ 4!+ +
−

 − − −   

               ( ) ( ) ( )5, ,
i 1 ii 1 i

z a1
K q a K q a

EJ 5!+ +
− − −   (2.4.9) 

trong ®ã: 

EJ - ®é cøng qui íc (ch¼ng h¹n EJ = E1J1); 

  
i

i i

i 1
i 1 i 1

EJ
K ;

E J

EJ
K .

E J +
+ +

=

=
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NÕu c¸c ®o¹n ®Òu cã ®é cøng nh nhau (EJ = const) th× 

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3
a a

i 1 i a a
z a z aM Q

y z y z y z a
EJ 2! EJ 3!+

− −∆ ∆
= + ∆ + ∆θ − − − −  

               
( ) ( )4 5,

a az a z aq q
...

EJ 4! EJ 5!

− −∆ ∆
− − +  (2.4.10)  

-  Ph¬ng ph¸p ®å to¸n (ph¬ng ph¸p t¶i träng gi¶): 

Sö dông ®¹i lîng  

  x
gt

M
q

EJ
= −  

gäi lµ “t¶i träng gi¶” ®Æt lªn mét “dÇm gi¶” ®îc chän trªn c¬ së dÇm cÇn t×m chuyÓn vÞ 
(dÇm thËt) th× lùc c¾t vµ m« men trªn dÇm gi¶ g©y ra bëi “t¶i träng gi¶” chÝnh lµ gãc 
xoay vµ ®é vâng cña dÇm thËt. Trong b¶ng 2.4.1 tr×nh bµy mét sè mÉu “dÇm gi¶” ®îc 
lùa chän tõ dÇm thËt ®Ó tÝnh chuyÓn vÞ cho dÇm thËt. 

Ghi chó:  

Còng cã thÓ tÝnh chuyÓn vÞ cña dÇm b»ng c¸c ph¬ng ph¸p cña c¬ häc kÕt cÊu 
giíi thiÖu ë môc 2.5. 

Trong b¶ng 2.4.2 tr×nh bµy kÕt qu¶ tÝnh to¸n ph¶n lùc, néi lùc vµ chuyÓn vÞ cña  
mét sè d¹ng dÇm thêng gÆp. 

B¶ng 2.4.1: Mét sè s¬ ®å dÇm thËt vµ "dÇm gi¶" 
 

DÇm thËt DÇm gi¶ 
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B¶ng 2.4.2: Ph¶n lùc, néi lùc vµ chuyÓn vÞ cña mét sè dÇm thêng gÆp 
 

S¬ ®å t¶i träng 
BiÓu ®å Q vµ M 

Ph¶n lùc §é vâng lín nhÊt Gãc xoay lín nhÊt 

 

A = P 

AM = -P  
3

max B
P

y = y =
3EJ

 θ
2

max
P

=
2EJ

 

 

A = q 

2

A
q

M = -
2

 

4

max
q

y =
8EJ

 θ
3

max
q

=
6EJ

 

 

A = qb 

( )A
qb

M = - + a
2

 

×
4

max B
q

y = y =
24EJ

 

      
 

×  
  

3 4

3 4

4a a
3 - +  

θ ×
3

max
ql

=
6EJ

 

           
 

×  
 

3

3

a
1-  

 

A = qa 
2

A
qa

M = -
2

 

×
3

max
qa

y =
24EJ

 

         ( ) By× =4 - a  

θ
3

max
qa

=
6EJ

 

 

q
A =

2
 

2

A
q

M = -
6

 

4

max B
q

y = y =
30EJ

 θ
3

max
q

=
24EJ
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S¬ ®å t¶i träng 
BiÓu ®å Q vµ M 

Ph¶n lùc §é vâng lín nhÊt Gãc xoay lín nhÊt 

 

q
A =

2
 

2

A
q

M = -
3

 

4

max B
11q

y = y =
120EJ

 θ
3

max
q

=
8EJ

 

 

q
A =

2
 

2

A
q

M = -
4

 

4

max B
11q

y = y =
192EJ

 θ
3

max
7q

=
96EJ

 

 

A = 0 

AM = -M  
2

max B
M

y = y =
2EJ

 θ


max
M

=
EJ

 

 

A = 0 

AM = -M  

max By = y =  

       ( )= Ma
2 - a

2EJ
 

θmax
Ma

=
EJ  

 

       


Pb
A = ;


Pa

B =  

       max
Pab

M =
 

  Khi a = b = / 2  

       


max

P
M =

4  

  T¹i z = a th×: 

       

2 2Pa b
y =

3EJ  
  Khi a = b = / 2  th×: 

       

3

max
P

y =
48EJ  

     

( )
θ


A

Pab + b
=

6EJ  

     

( )
θ


B

Pab + a
=

6EJ  
  Khi a = b = / 2  th×: 

     
θ = −θ

2

A B
P

=
16EJ  
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S¬ ®å t¶i träng 
BiÓu ®å Q vµ M 

Ph¶n lùc §é vâng lín nhÊt Gãc xoay lín nhÊt 

       A = B = P 
      maxM = Pa  

  max z= /2y = y =  

      ( )= 2 2Pa
3 - 4a

24EJ
 

   θ = −θ =A B  

          ( )= Pa
- a

2EJ
 

Khi a = /3  

      


max
P

M =
3

 

   max z= /2y = y =  

             =
3P

28,17EJ
 

     θ = −θ =
2

A B
P
6EJ

 

Khi  a = /4  

 
       


max

P
M =

4
 

    max z= /2y = y =  

              
311P

=
384EJ

 
    θ = −θ =

2

A B
3P
32EJ

 

 

  
q

A = B =
2

 

  
2

max z= /2
q

M = M =
8

 

     max z= /2y = y =  

               
45q

=
384EJ

 
     θ = −θ =

3

A B
P
24EJ

 

    A = B = qa 

   
2

max
qa

M =
2

 

   max z= /2y = y =  

        
( )

=
2 2 2qa 3 - 2a

48EJ
 

   θ = −θ =A B  

          
( )

=
2qa 3 - 2a

12EJ
 

Khi a = /3  

    
2

max
q

M =
18

     
4

max
25q

y =
3888EJ

    θ = −θ =
3

A B
7q

324EJ
 

Khi a = /4   

     
2

max
q

M =
32

     
4

max
23q

y =
6144EJ

    θ = −θ =
3

A B
5q

384EJ
 

 

    
qc

A = B =
2

 

    max z= /2M = M =
 

               
 =  
 

qc c
1-

4 2
 


4

max z= /2
q

y = y =
384EJ

 

        ( )× ξ − ξ + ξ3 48 4  

    θ = −θ =A B  

      ( )= ξ − ξ
3

3q
3

48EJ
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S¬ ®å t¶i träng 
BiÓu ®å Q vµ M 

Ph¶n lùc §é vâng lín nhÊt Gãc xoay lín nhÊt 

 

   
q

A = B =
4

 

   max z= /2M = M =  

              =
2q
2

 

    max z= /2y = y =  

              
4q

=
120EJ

 
θ = −θ =

3

A B
5q

192EJ
 

 

   
( )q - a

A = B =
2

 

   max z= /2M = M =  

              =
2 2q qa

-
8 6

 


4

max z= /2
q

y = y =
384EJ

 

     
 ξ ξ

× − +  
 

2 48 16
1

5 25
 

 θ = −θ =
3

A B
5q
24EJ

 

        ( )× − ξ + ξ2 31 2  

 

    

AM

A = -B = -  

    AmaxM = M  

  max z=0,423y = y =  

            
2

AM
=

15,59EJ
 

  
2

A
z= /2

M
y =

16EJ
 

    θ
A

A
M

=
3EJ

 

     θ
A

B
M

= -
6EJ

 

 


Pa

A = -  




a +
B = P  

maxM = -Pa  

    
( )2

C
Pa + a

y =
3EJ

 

trong nhÞp AB: 

     max z=0,577y = y =  

             
2Pa

= -0,0642
EJ

 

  
( )

θ
 2

C

P 2 a + 3a
=

6EJ  

  θ


A
Pa

= -
6EJ

 

  θ


B
Pa

=
3EJ

 

 



2qa
A = -

2
 

 
  
 

2a
B = q a +

2
 

2

max
qa

M = -
2

 

    
3

C
qa

y =
24EJ

 

trong nhÞp AB: 

    max z=0,577y = y =  

           
2 2qa

= -0,0321
EJ

 

  
( )

θ
2

C
qa a +1

=
6EJ

 

  θ
2

A
qa

= -
12EJ

 

  θ
2

B
qa

=
6EJ
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7. KiÓm tra bÒn 
+  KiÓm tra bÒn ®èi víi c¸c ph©n tè lµm viÖc ë tr¹ng th¸i øng suÊt ®¬n (ë mÐp biªn 

trªn vµ mÐp biªn díi cña dÇm, øng suÊt tiÕp b»ng 0): 

  [ ]max K
σ ≤ σ  [ ]min N

σ ≤ σ  

trong ®ã: [ ]Kσ  vµ [ ]N
σ  lÇn lît lµ øng suÊt cho phÐp khi kÐo vµ khi nÐn. 

 

+  KiÓm tra bÒn ®èi víi c¸c ph©n tè ë tr¹ng th¸i øng suÊt ph¼ng (ë vÞ trÝ cã øng suÊt 
ph¸p vµ øng suÊt tiÕp ®Òu kh¸ lín).  §èi víi c¸c ph©n tè nµy thêng kiÓm tra theo 
c¸c thuyÕt bÒn: 

-   Theo thuyÕt bÒn øng suÊt tiÕp lín nhÊt: 

  [ ]2 2
tt z zy4σ = σ + τ ≤ σ  

-   Theo thuyÕt bÒn thÕ n¨ng biÕn ®æi h×nh d¸ng: 

  [ ]2 2
tt z zy3σ = σ + τ ≤ σ  

trong ®ã: ttσ  gäi lµ øng suÊt tÝnh to¸n. 
 

+  KiÓm tra bÒn ®èi víi ph©n tè trît thuÇn tuý (ë vÞ trÝ trôc trung hoµ, øng suÊt ph¸p 
b»ng 0). §èi víi c¸c ph©n tè nµy thêng kiÓm tra theo c¸c thuyÕt bÒn: 

-   Theo thuyÕt bÒn øng suÊt tiÕp lín nhÊt: 

  [ ] [ ]
max 2

σ
τ ≤ τ =  

-   Theo thuyÕt bÒn thÕ n¨ng biÕn ®æi h×nh d¸ng: 

  [ ] [ ]
max

3

σ
τ ≤ τ =  

8. KiÓm tra theo ®iÒu kiÖn cøng 

  [ ]maxy f≤       

hoÆc   maxy f ≤    
 

trong ®ã:  

[ ]f  vµ 
f 

  
 lÇn lît lµ ®é vâng cho phÐp vµ ®é vâng t¬ng ®èi cho phÐp;  

 lµ nhÞp dÇm.  

Th«ng thêng 
f 

  
 cho b»ng tû lÖ %. 
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VÝ dô:   

KiÓm tra bÒn (theo øng suÊt ph¸p) cho dÇm cã s¬ ®å chÞu lùc nh trªn h×nh 2.4.10 a, 
biÕt dÇm lµm tõ thÐp CT3 cã [σ] = 160 MN/m2; P = 15 kN; a = 1,2 m. MÆt c¾t cã  
Jx = 1362,67 cm4, c¸c kÝch thíc kh¸c cho trªn h×nh 2.4.10. 

 

 
H×nh 2.4.10 

 

+  VÏ biÓu ®å m« men uèn Mx  

Do dÇm vµ t¶i träng ®èi xøng cña dÇm nªn c¸c ph¶n lùc gèi tùa  

  VA = VB = P = 15 kN.  

BiÓu ®å m« men uèn Mx vÏ ®îc b»ng c¸ch tÝnh nhanh gi¸ trÞ m« men t¹i ®Çu c¸c ®o¹n 

thanh nh trªn h×nh 2.4.10 c. Tõ biÓu ®å Mx cã thÓ thÊy ®o¹n dÇm CD chÞu uèn thuÇn 

tuý víi m« men uèn cã trÞ kh«ng ®æi Mx = 18 kNm vµ lµm c¨ng mÆt díi cña dÇm. 

+  KiÓm tra bÒn cho dÇm theo øng suÊt ph¸p lín nhÊt: 

-  KiÓm tra cho ®iÓm cã øng suÊt kÐo lín nhÊt k
zmax σ  (mÆt díi dÇm trong  

®o¹n CD):  

  k
xny 11 cm;=     n

xny 5 cm;=  

  k 3
x

1362,67
W 123,88 cm ;

11
= =  n 3

x
1362,67

W 272,53 cm
5

= =  

  
3

xk
z k 6

x

M max 14,4.10
max

W 123,88.10

−

−
σ = = =  

               2 2116,24MN / m [ ] 160MN / m= < σ =  

VËy dÇm ®¶m b¶o ®é bÒn khi chÞu øng suÊt kÐo. 

-  KiÓm tra cho ®iÓm cã øng suÊt nÐn lín nhÊt n
zmax σ  (mÆt trªn dÇm trong  

®o¹n CD):   

                         22
6

3

n
x

xn
z m/MN160][m/MN84,52

10.53,272

10.4,14

W

maxM
max =σ<===σ

−

−

           

VËy dÇm ®¶m b¶o ®é bÒn khi chÞu øng suÊt nÐn. 
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2.4.3. TÝnh thanh chÞu xo¾n 

1. Néi lùc trªn mÆt c¾t ngang 

M«men xo¾n Mz. 

2. Quy íc dÊu cña m« men xo¾n 

Mz > 0 nÕu tõ ngoµi nh×n vµo mÆt c¾t nã cã chiÒu quay thuËn chiÒu kim ®ång hå 
(h×nh 2.4.11). 

 

 
 

H×nh 2.4.11: Néi lùc trªn mÆt c¾t ngang    
 

3. øng suÊt trªn mÆt c¾t ngang 

a. Thanh cã mÆt c¾t trßn 

  

zM

Jρ
ρ

τ = ρ
 

vµ  z
max

M

Wρ
τ =  (2.4.11) 

trong ®ã: 

ρ - kho¶ng c¸ch cña ®iÓm tÝnh øng suÊt ®Õn t©m vßng trßn; 

Jρ - m« men qu¸n tÝnh cùc cña mÆt c¾t. 
 

Víi mÆt c¾t trßn (h×nh 2.4.12a): 

  

4
4D

J 0,1D
32ρ

π
= ≈

   
Víi mÆt c¾t h×nh vµnh kh¨n (h×nh 2.4.12b): 

  
( ) ( )

4 4
4 4

D 1
J 0,1D 1

32ρ

π − η
= ≈ − µ ,  

  
d

D
η = . 

Wρ - m« ®un chèng xo¾n cña mÆt c¾t trßn. 

  
J

W
R
ρ

ρ = . 
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Trªn mÆt c¾t ngang biÓu ®å øng suÊt tiÕp cã d¹ng bËc nhÊt (h×nh 2.4.12a). 
 

 
 

H×nh 2.4.12: BiÓu ®å ph©n bè øng suÊt tiÕp trªn mÆt c¾t ngang h×nh trßn 
 

b. Thanh mÆt c¾t ch÷ nhËt 
BiÓu ®å ph©n bè øng suÊt tiÕp trªn mÆt c¾t ngang cña thanh mÆt c¾t ch÷ nhËt cã 

d¹ng nh trªn h×nh 2.4.13. 
 

 
 

H×nh 2.4.13: BiÓu ®å ph©n bè øng suÊt tiÕp trªn mÆt c¾t ngang h×nh ch÷ nhËt 
 
 

Trªn biÓu ®å c¸c trÞ τmax vµ τ1 ®îc tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  z
max 2

M

hb
τ =

α
 (2.4.12) 

  1 maxτ = γτ  (2.4.13) 

trong ®ã: α, β, γ lµ c¸c hÖ sè phô thuéc vµo tû sè h/b víi quy ®Þnh lµ h > b tra trong  
b¶ng 2.4 3. 

B¶ng 2.4.3: C¸c hÖ sè α, β, γ ®èi víi thanh ch÷ nhËt 
 

h/b 1 1,5 1,75 2 2,5 3 6 10 > 10 

α 0,208 0,231 0,239 0,246 0,258 0,267 0,299 0,313 0,333 

β 0,141 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263 0,299 0,313 0,333 

γ 1,000 0,859 0,820 0,759 0,776 0,753 0,743 0,742 0,742 

Ghi chó: Khi h/b > 10 cã thÓ lÊy α = β = 0,333.                                         
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4. BiÕn d¹ng 

a. Thanh mÆt c¾t trßn 
+  Gãc xo¾n tû ®èi :                                         

  zM

GJρ
θ =  (2.4.14) 

+  Gãc xo¾n t¬ng ®èi gi÷a 2 mÆt c¾t c¸ch nhau mét ®o¹n : 

  Z

0

M
dz

GJρ
ϕ = ∫


 (2.4.15)          

+  Víi thanh ®îc chia thµnh n ®o¹n: 

  
in

zi

ii 1 0

M
dz

GJρ=
ϕ = ∑ ∫



 (2.4.16) 

trong ®ã:  

Mzi - m« men xo¾n cña ®o¹n thø i; 

Jρi - m« men qu¸n tÝnh cùc cña mÆt c¾t ngang øng víi ®o¹n thø i. 
 

+  Víi thanh cã Mzi vµ Jρi lµ h»ng sè th×: 

  
in
Z i

i
i 1

M

GJ= ρ

ϕ = ∑ 
   (rad) (2.4.17) 

b. Thanh mÆt c¾t ch÷ nhËt 

  Z
3

M

Ghb
θ =

β
 (2.4.18) 

trong ®ã: β tra trong b¶ng 2.4.3. 
 

5. KiÓm tra theo ®iÒu kiÖn bÒn  

  [ ]Z
max

M

Wρ
τ = ≤ τ  

trong ®ã:  

[ ] 0

n

τ
τ = ; 

τ0 ®îc x¸c ®Þnh tõ thÝ nghiÖm; 

n lµ hÖ sè an toµn.  
 

[τ] còng cã thÓ x¸c ®Þnh tõ [σ] theo c¸c thuyÕt bÒn. 
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+   Theo thuyÕt bÒn thÕ n¨ng:  

  [ ] [ ]
3

σ
τ =  

+   Theo thuyÕt bÒn øng suÊt tiÕp lín nhÊt:  

  [ ] [ ]
2

σ
τ =  

6. KiÓm tra theo ®iÒu kiÖn cøng 

  [ ]maxθ ≤ θ  

trong ®ã [θ] lµ biÕn d¹ng tû ®èi cho phÐp tÝnh b»ng ®¬n vÞ ®é/m (o/m) hoÆc rad/m 
 

7. TÝnh lß xo h×nh trô bíc ng¾n (h×nh 2.4.14)           
 

 
 

H×nh 2.4.14: Lß xo h×nh trô bíc ng¾n 7 
 

+  Ph¹m vi ¸p dông: Gãc nghiªng α cña vßng lß xo víi trôc lß xo lín h¬n 800 .  

+  Néi lùc trªn mÆt c¾t ngang: 

  z
D

M P
2

= ;  

  Q = P 

+  øng suÊt trªn mÆt c¾t ngang:    

  zM

Jρ
ρ

τ = ρ      

vµ  z
1

M

Wρ
τ =       2

Q

F
τ =                           (2.4.19) 
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BiÓu ®å ph©n bè cña øng suÊt tiÕp trªn mÆt c¾t ngang do Mz vµ Q g©y ra nh trªn 
h×nh 2.4.15. 

 

 
 

H×nh 2.4.15: Ph©n bè øng suÊt trªn mÆt c¾t ngang 
 

§iÓm chÞu lùc nguy hiÓm nhÊt trong lß xo lµ ®iÓm A ë mÐp trong cña vßng lß xo, 
t¹i ®ã τ1 do Mz vµ τ2  do Q g©y ra cã cïng ph¬ng vµ chiÒu: 

  max 1 2 3 2 3

D
P P 1,6d PD2 1

d0,2d d 0,4d

4

 τ = τ + τ = + = + π π
 (2.4.20) 

+   §é cøng cña lß xo: 

§é lón λ cña lß xo ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc: 

  
P

C
λ =  (2.4.21) 

víi  
4

3

Gd
C

8nD
=  (2.4.22) 

trong ®ã: 

n - sè vßng lß xo; 

C - ®é cøng cña lß xo.  
 

Lß xo cã d cµng nhá, n cµng lín th× ®é lón cµng lín. 
 

2.4.4. TÝnh thanh chÞu lùc phøc t¹p 

2.4.4.1.Uèn xiªn 

1. Néi lùc trªn mÆt c¾t ngang:  

M« men uèn Mx vµ My. 

2. Quy íc dÊu 

Mx, My lÊy dÊu d¬ng nÕu chóng lµm c¨ng c¸c thí ë phÝa d¬ng cña trôc to¹ ®é 
(h×nh 2.4.16). 
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H×nh 2.4.16 
 

3. øng suÊt trªn mÆt c¾t ngang 

  
yx

z
x y

MM
y x

J J
σ = +  (2.4.23) 

hoÆc dïng c«ng thøc kü thuËt: 

  
yx

z
x y

MM
y x

J J
σ = ± ±  (2.4.24) 

DÊu cña c¸c sè h¹ng trong c«ng thøc (2.4.23) ®îc lÊy theo dÊu cña 4 ®¹i lîng 

Mx, My, x, y. Cßn dÊu cña c¸c sè h¹ng trong c«ng thøc (2.4.24) ®îc lÊy theo ph©n 

vïng øng suÊt dùa vµo chiÒu c¨ng cña m« men Mx, My t¬ng tù nh ë trêng hîp uèn 
ph¼ng (môc 2.4.2).  

 

4. §êng trung hoµ vµ biÓu ®å øng suÊt (h×nh 2.4.17) 
+  Ph¬ng tr×nh ®êng trung hßa 

V× mäi ®iÓm trªn ®êng trung hoµ ®Òu cã øng suÊt ph¸p b»ng 0, nªn tõ c«ng thøc 
tÝnh øng suÊt (2.4.23) suy ra: 

  
y x

x y

M J
y x

M J
= −  (2.4.25) 

§iÓm cÇn chó ý lµ ë dÇm uèn xiªn, trõ trêng hîp mÆt c¾t ngang cã Jx = Jy ra 
®êng trung hoµ kh«ng vu«ng gãc víi ®êng t¶i träng nh ë trêng hîp uèn ph¼ng,  
tøc lµ: 

  tgβ tgα ≠ –1,  

trong ®ã: 

β - gãc nghiªng cña ®êng trung hoµ; 

α - gãc nghiªng cña ®êng t¶i träng (h×nh 2.4.17). 
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H×nh 2.4.17 

 
+  BiÓu ®å øng suÊt: 

V× ë trêng hîp uèn xiªn øng suÊt ë mét ®iÓm tû lÖ bËc nhÊt víi kho¶ng c¸ch tõ 
®iÓm ®ã ®Õn trôc trung hoµ nªn cã thÓ vÏ biÓu ®å øng suÊt ë d¹ng ph¼ng t¬ng tù nh ë 
trêng hîp uèn ph¼ng (h×nh 2.4.17). 

 

5. KiÓm tra bÒn 
TiÕn hµnh kiÓm tra ë c¸c ®iÓm nguy hiÓm trªn mÆt c¾t theo c¸c thuyÕt bÒn giíi 

thiÖu ë môc 2.2.2. 
 

2.4.4.2. Uèn vµ nÐn (kÐo) ®ång thêi - NÐn (kÐo) lÖch t©m 

1. Néi lùc trªn mÆt c¾t ngang 

Nz, Mx, My hoÆc Nz, Mx hoÆc Nz, My nh trªn h×nh 2.4.18. 

 

 
 

H×nh 2.4.18 
 

2. Quy íc dÊu m« men  
Lùc däc lÊy dÊu d¬ng nÕu lµ lùc kÐo. M« men lÊy dÊu d¬ng nÕu lµm c¨ng c¸c 

thí ë phÝa d¬ng cña trôc to¹ ®é (h×nh 2.4.18). 
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3. øng suÊt trªn mÆt c¾t ngang 
 

 
 

H×nh 2.4.19 
 
 

  
yz x

z
x y

MN M
y x

F J J
σ = + +  (2.4.26) 

hoÆc dïng c«ng thøc kü thuËt: 

  
yz x

z
x y

MN M
y x

F J J
σ = ± ± ±  (2.4.27) 

DÊu cña c¸c sè h¹ng trong c«ng thøc (2.4.27) ®îc lÊy dùa vµo ph©n vïng øng 
suÊt do lùc däc vµ m« men g©y ra nh trªn h×nh 2.4.19.  

 

4. NÐn (kÐo) lÖch t©m (h×nh 2.4.20 a) 
 

 
H×nh 2.4.20 

 
 

§îc ®a vÒ trêng hîp chÞu nÐn (kÐo) ®ång thêi (h×nh 2.4.20b) víi  

  Nz = P,    Mx = Pyk,    My = Pxk. 
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5. §êng trung hoµ vµ biÓu ®å øng suÊt 
+  Ph¬ng tr×nh ®êng trung hßa 

V× mäi ®iÓm trªn trôc trung hoµ cã øng suÊt ph¸p b»ng 0 nªn tõ c«ng thøc 
(2.4.26) cã thÓ rót ra ph¬ng tr×nh trôc trung hoµ t¬ng tù nh ë trêng hîp uèn xiªn.  

Víi trêng hîp nÐn (kÐo) lÖch t©m ph¬ng tr×nh ®êng trung hoµ ®îc ®a vÒ d¹ng:  

  
x y

1
a b

+ =  (2.4.28) 

víi:  
2
y

K

i
a

x
= −  vµ  

2
x

K

i
b

y
= −  (2.4.29) 

trong ®ã: 

xK, yK - to¹ ®é cña ®iÓm ®Æt lùc lÖch t©m; 

ix, iy - b¸n kÝnh qu¸n tÝnh chÝnh trung t©m. 
 

Tõ (2.4.29) cã thÓ thÊy a vµ b lu«n tr¸i dÊu víi xK vµ yK nªn ®êng trung hoµ lu«n 
n»m ë gãc phÇn t ®èi diÖn víi gãc phÇn t chøa ®iÓm ®Æt lùc (h×nh 2.4.21).  

+  BiÓu ®å øng suÊt: 

V× ë trêng hîp uèn vµ nÐn (kÐo) hoÆc nÐn (kÐo) lÖch t©m øng suÊt ë mét ®iÓm tû 
lÖ bËc nhÊt víi kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm ®ã ®Õn trôc trung hoµ nªn cã thÓ vÏ biÓu ®å øng 
suÊt ë d¹ng ph¼ng t¬ng tù nh ë trêng hîp uèn xiªn (h×nh 2.4.21). 

 

 
 

H×nh 2.4.21 
 
 

6. KiÓm tra bÒn 
TiÕn hµnh kiÓm tra ë c¸c ®iÓm nguy hiÓm trªn mÆt c¾t theo c¸c thuyÕt bÒn giíi 

thiÖu ë môc 2.2.2. 
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7. Lâi cña mÆt c¾t ngang 
+  §Þnh nghÜa:  

Lâi cña mÆt c¾t lµ miÒn cã chu vi khÐp kÝn bao quanh träng t©m  mÆt c¾t. NÕu lùc 
däc lÖch t©m ®Æt trong hoÆc trªn chu vi lâi th× trªn mÆt c¾t chØ xuÊt hiÖn øng suÊt cïng 
dÊu víi lùc däc. 

 

+  øng dông:  

Lâi mÆt c¾t ®îc dïng nhiÒu trong viÖc thiÕt kÕ c¸c cÊu kiÖn chÞu nÐn nh cét, 
têng, vßm v.v... lµm b»ng c¸c vËt liÖu rßn nh g¹ch, ®¸ hoÆc bª t«ng ®Ó trªn mÆt c¾t 
kh«ng xuÊt hiÖn øng suÊt kÐo b»ng c¸ch khèng chÕ vÞ trÝ ®Æt lùc lÖch t©m trong lâi. 

 

+  C¸ch vÏ lâi:  

BiÕt biªn cña lâi lµ vÞ trÝ cña c¸c ®iÓm ®Æt lùc khi ®êng trung hoµ tiÕp xóc víi 
chu vi cña mÆt c¾t. Do ®ã ®Ó vÏ lâi lÇn lît vÏ c¸c tiÕp tuyÕn víi chu vi cña mÆt c¾t 
(h×nh 2.4.22). Chó ý lµ kh«ng mét tiÕp tuyÕn nµo ®îc c¾t mÆt c¾t. V× mçi tiÕp tuyÕn lµ 

mét ®êng trung hoµ vµ øng víi nã cã mét cÆp gi¸ trÞ ai, bi, tõ ®ã thay vµo (2.4.29) tÝnh 

®îc mét cÆp t¹o ®é cña ®iÓm ®Æt lùc xk, yk. Nèi c¸c ®iÓm cã to¹ ®é xk, yk l¹i b»ng c¸c 
®o¹n th¼ng nÕu mÆt c¾t lµ ®a gi¸c vµ b»ng c¸c ®o¹n cong nÕu mÆt c¾t cã chu vi lµ c¸c 
®êng cong sÏ ®îc mét chu vi khÐp kÝn bao quanh träng t©m mÆt c¾t, ®ã lµ lâi cña mÆt 
c¾t. Lâi mÆt c¾t bao giê còng lµ ®a gi¸c låi hoÆc ®êng cong låi. NÕu mÆt c¾t cã trôc 
®èi xøng th× trôc ®èi xøng ®ã còng lµ trôc ®èi xøng cña lâi.  

 

 
 

H×nh 2.4.22 
 

2.4.4.3. Uèn vµ xo¾n ®ång thêi 

1. Néi lùc trªn mÆt c¾t ngang 

Mx, My, Mz hoÆc Mx, Mz hoÆc My, Mz víi quy íc dÊu d¬ng nh trªn h×nh 2.4.23. 
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H×nh 2.4.23 
 

 

2. øng suÊt trªn mÆt c¾t ngang 

+  øng suÊt ph¸p do Mx, My g©y ra:  

  yx
z

x y

MM
y x

J J
σ = +  

+  øng suÊt tiÕp do Mz g©y ra: Tuú theo mÆt c¾t lµ h×nh trßn hay h×nh ch÷ nhËt mµ 
tÝnh to¸n b»ng c¸c c«ng thøc tr×nh bµy trong môc (2.4.3). 
 

3. KiÓm tra bÒn 
TiÕn hµnh kiÓm tra ë c¸c ®iÓm nguy hiÓm trªn mÆt c¾t theo c¸c thuyÕt bÒn giíi 

thiÖu ë môc 2.2.2. 
 

2.4.4.4. Trêng hîp chÞu lùc tæng qu¸t 
 Trêng hîp chÞu lùc tæng qu¸t lµ tæ hîp cña c¸c trêng hîp chÞu kÐo (nÐn),  

uèn xiªn, xo¾n. Tuú theo h×nh d¹ng mÆt c¾t lµ trßn hay ch÷ nhËt mµ sö dông c¸c c«ng 
thøc tÝnh øng suÊt ph¸p vµ øng suÊt tiÕp phï hîp nh ®∙ tr×nh bµy ë trªn. 

 

2.4.4.5 Thanh cong ph¼ng 

1. Kh¸i niÖm 
Thanh cong ph¼ng lµ thanh cã trôc lµ mét ®êng cong ph¼ng. Ch¼ng h¹n nh mãc 

neo cña cÇn cÈu, vµnh c¸c b¸nh xe, vßng m¾t xÝch, vßm, v.v... (h×nh 2.4.24). 
 

2. Néi lùc trªn mÆt c¾t ngang 

Trêng hîp tæng qu¸t cã thÓ xuÊt hiÖn ba thµnh phÇn néi lùc Nz, Mx, Qy nh trªn 
h×nh 2.4.25. 
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H×nh 2.4.24 
 

 
 

H×nh 2.4.25 
 

 

3. øng suÊt ph¸p trªn mÆt c¾t ngang 
-  Do lùc däc g©y ra: 

  z
z

N

F
σ =  

-  Do m« men uèn g©y ra: 

  x
z

x

M y

S r y
σ =

+
 (2.4.31) 

trong ®ã: 

Sx - m« men tÜnh cña mÆt c¾t ®èi víi trôc trung hoµ x; 

r - b¸n kÝnh cña thí trung hoµ; 

y - kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm tÝnh øng suÊt ®Õn trôc trung hoµ. 
 

BiÓu ®å øng suÊt trªn mÆt c¾t ngang cã d¹ng ®êng cong (h×nh 2.4.26) víi 

  x 2 x 2
max

x 2 x 2

M y M y

S r y S R
σ = =

+
  

  x 1 x 1
min

x 1 x 1

M y M y

S r y S R
σ = =

+
 (2.4.32) 
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trong ®ã:   

R1 - b¸n kÝnh cong cña thí gÇn t©m cong nhÊt, R1 = r + y1; 

R2 - b¸n kÝnh cong cña thí xa t©m cong nhÊt, R2 = r + y2; 

 

 
H×nh 2.4.26 

 
+  VÞ trÝ trôc trung hoµ (h×nh 2.4.27):   

B¸n kÝnh cong cña thí trung hoµ ®îc tÝnh b»ng c«ng thøc:  

  

F

F
r

dF
=

ρ∫
 (2.4.33) 

 

 
 

H×nh 2.4.27 
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B¸n kÝnh cong cña thí trung hoµ cña c¸c mÆt c¾t thêng gÆp cho trong b¶ng 2.4.4. 

+  KiÓm tra bÒn: TiÕn hµnh kiÓm tra ë c¸c ®iÓm nguy hiÓm trªn mÆt c¾t theo c¸c 
thuyÕt bÒn giíi thiÖu ë môc 2.2.2. 
 

B¶ng 2.4.4: B¸n kÝnh cong cña thí trung hoµ 
 

D¹ng mÆt c¾t B¸n kÝnh cong r cña thí trung hoµ 

 

( )
2

2 2

d
r =

4 2R - 4R - d
 

 

 
 
 
 

2 2

2 2
2 2

D - d
r =

d D
8 R - - R -

4 4

 

 

( )
2

2 2

h
r =

4 2R - 4R - b
 

 

( )

( ) ( ) 
 
 

2
1 2

2
1 2 2 1 1 2

1

b + b h
r =

R
2 b R - b R ln - b - b h

R
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2.4.5. TÝnh d©y mÒm        

1. Kh¸i niÖm 

D©y mÒm chØ chÞu ®îc lùc kÐo, cã nghÜa lµ néi lùc trong d©y Nz ≥ 0. Gäi f lµ ®é 

vâng lín nhÊt vµ  lµ chiÒu dµi nhÞp th× d©y ®îc coi lµ tho¶i khi: f/ ≤ 1/10, cßn d©y 

®îc coi lµ chïng khi  f/ > 1/10. 
 

2. Ph¬ng ph¸p gÇn ®óng tÝnh d©y mÒm chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu 
 

+  D©y mÒm trªn 2 gèi tùa chªnh nhau (h×nh 2.4.29) 

 

 
 

H×nh 2.4.29: D©y mÒm trªn hai gèi chªnh nhau 
 

-  Ph¬ng tr×nh ®êng cong d©y:  

  
2qx

y
2H

=                                                 (2.4.34) 

-  Lùc c¨ng ngang cña d©y:  

  

( )
2

2

2 1

q
H

2 f f
=

±


 (2.4.35) 

trong ®ã: 
2

1
qa

f
2H

= ; 
2

2
qb

f
2H

= . 

 

Trong c«ng thøc (2.4.35) lÊy dÊu (+) víi trêng hîp vÏ trªn h×nh 2.4.29 a cßn lÊy 
dÊu (–) víi trêng hîp vÏ trªn h×nh 2.4.29 c. 

-  Lùc c¨ng cña d©y t¹i mÆt c¾t bÊt kú: 

  
H

T
cos

=
α
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+  D©y mÒm trªn hai gèi ngang nhau (h×nh 2.4.30): 
 

 
 

H×nh 2.4.30: D©y mÒm trªn hai gèi ngang nhau 
 

  
2

1 2
q

f f f
8H

= = =


 

-  Lùc c¨ng ngang: 

  
2q

H
32f

=


 (2.4.37) 

-  §é dµi d©y:                                     

  
2

2

8f
s 1

3

 
= +  

 



 (2.4.38) 

3. KiÓm tra bÒn 
Thùc hiÖn nh thanh chÞu kÐo ®óng t©m. 

 
 

2.5. TÝnh kÕt cÊu hÖ thanh  
 

Trong c¸c c«ng tr×nh thuû lîi, giao th«ng, x©y dùng d©n dông, kÕt cÊu hÖ thanh 
thêng gÆp n¨m d¹ng: DÇm, khung, vßm, dµn nh h×nh 2.5.1 a, b, c, d vµ hÖ liªn hîp. 
 

 
 

H×nh 2.5.1 
  

Nguyªn nh©n g©y ra ph¶n lùc, néi lùc, chuyÓn vÞ trªn c«ng tr×nh lµ t¶i träng, lón 
kh«ng ®Òu vµ nhiÖt ®é. V× sù thay ®æi cña nhiÖt ®é rÊt Ýt khi kÓ ®Õn khi tÝnh to¸n c¸c  
kÕt cÊu hÖ thanh nªn díi ®©y chØ xÐt nguyªn nh©n t¸c dông lµ t¶i träng vµ chuyÓn vÞ 
cña c¸c liªn kÕt tùa. CÇn ®i s©u vÊn ®Ò g×, ®éc gi¶ xem thªm gi¸o tr×nh C¬ häc kÕt cÊu 
cña c¸c trêng ®¹i häc kü thuËt. 
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Ngµy nay víi sù ph¸t triÓn cña m¸y tÝnh vµ c¸c phÇn mÒm ®îc x©y dùng s½n trªn 
c¬ së ph¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n (PTHH), viÖc tÝnh to¸n chuyÓn vÞ vµ néi lùc cña kÕt 
cÊu hÖ thanh chÞu t¸c dông cña c¸c nguyªn nh©n kÓ trªn thuËn tiÖn vµ dÔ dµng h¬n 
nhiÒu. Song trong nhiÒu trêng hîp vÉn cÇn sö dông c¸c ph¬ng ph¸p truyÒn thèng. 
Díi ®©y sÏ giíi thiÖu nh÷ng nÐt chÝnh cña c¸c ph¬ng ph¸p nµy. Ph¬ng ph¸p phÇn tö 
h÷u h¹n sÏ ®îc tr×nh bµy trong môc 2.11. 
 

2.5.1. TÝnh kÕt cÊu tÜnh ®Þnh chÞu t¶i träng bÊt ®éng 

2.5.1.1. TÝnh néi lùc 
HÖ tÜnh ®Þnh lµ hÖ bÊt biÕn h×nh cã võa ®ñ sè liªn kÕt. Víi hÖ tÜnh ®Þnh dïng c¸c 

ph¬ng tr×nh c©n b»ng tÜnh häc ®ñ ®Ó x¸c ®Þnh ®îc ph¶n lùc vµ néi lùc cña hÖ. Trong 
hÖ tÜnh ®Þnh t¸c ®éng cña nhiÖt ®é vµ chuyÓn vÞ cña c¸c liªn kÕt tùa chØ g©y ra chuyÓn 
vÞ, kh«ng g©y ra néi lùc. 

§Ó vÏ biÓu ®å néi lùc (m« men, lùc c¾t, lùc däc) cÇn thùc hiÖn c¸c bíc sau: 

1.  X¸c ®Þnh ph¶n lùc 

Gi¶ thiÕt chiÒu c¸c ph¶n lùc, thiÕt lËp c¸c ph¬ng tr×nh c©n b»ng gi÷a t¶i träng vµ 
ph¶n lùc, tõ ®ã gi¶i t×m ph¶n lùc. NÕu kÕt qu¶ mang dÊu ©m th× chiÒu thùc cña ph¶n lùc 
ph¶i ngîc víi chiÒu gi¶ thiÕt. §Ó kiÓm tra ph¶n lùc tÝnh ®óng hay sai ph¶i thö l¹i b»ng 
c¸ch thay c¸c ph¶n lùc tÝnh ®îc vµo ph¬ng tr×nh c©n b»ng cha dïng xem cã tho¶ 
m∙n kh«ng. 

 

2.  Chia hÖ thanh thµnh c¸c ®o¹n 

C¸c ®iÓm chia lµ c¸c ®iÓm ®Æt lùc hoÆc m« men tËp trung vµ ®iÓm gi¸n ®o¹n cña 
t¶i träng ph©n bè. 

 

3.  Dïng ph¬ng ph¸p mÆt c¾t ®Ó t×m néi lùc t¹i ®Çu c¸c ®o¹n thanh 

  MK = ΣMK  (c¸c ngo¹i lùc mét phÇn xÐt) 

  QK = ΣY  (c¸c ngo¹i lùc mét phÇn xÐt)  

  NK = ΣZ  (c¸c ngo¹i lùc mét phÇn xÐt) 
trong ®ã: trôc Y cã ph¬ng vu«ng gãc vµ trôc Z cã ph¬ng trïng víi trôc cña ®o¹n 
thanh ®ang xÐt. 

 

4.  Tõ gi¸ trÞ néi lùc t¹i c¸c ®Çu thanh vµ sö dông c¸c nhËn xÐt rót ra tõ liªn hÖ vi ph©n 
gi÷a néi lùc vµ ngo¹i lùc vÏ biÓu ®å néi lùc cña tõng ®o¹n thanh cña hÖ. Chó ý lµ 
víi m« men lu«n quy íc dÊu theo thí c¨ng vµ khi vÏ ph¶i vÏ theo ®óng thí c¨ng. 
 

2.5.1.2. DÇm tÜnh ®Þnh 
DÇm tÜnh ®Þnh thêng ®îc chia lµm ba d¹ng:  

+ DÇm ®¬n gi¶n (c«ng x«n, hai ®Çu tùa khíp hoÆc mót thõa); 

+ DÇm tÜnh ®Þnh nhiÒu nhÞp (dÇm ghÐp); 

+ DÇm cã m¾t truyÒn lùc. 
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C¸ch vÏ biÓu ®å néi lùc cho dÇm ®¬n gi¶n ®∙ tr×nh bµy ë môc 2.4. ë ®©y chØ lu ý lµ 
nªn sö dông c¸ch vÏ nhanh. Víi biÓu ®å m« men uèn t×m gi¸ trÞ m« men ë hai ®Çu ®o¹n 
thanh vµ dïng c¸ch treo biÓu ®å. Cßn biÓu ®å lùc c¾t th× ®îc suy tõ biÓu ®å m« men. 

Víi dÇm tÜnh ®Þnh nhiÒu nhÞp (dÇm ghÐp) ®Ó vÏ biÓu ®å néi lùc thùc hiÖn nh sau: 
X¸c ®Þnh dÇm chÝnh, dÇm phô, tÝnh dÇm phô tríc dÇm chÝnh sau, khi tÝnh dÇm chÝnh 
lu ý kÓ thªm ¸p lùc truyÒn tõ dÇm phô xuèng (chØ cÇn ®æi chiÒu ph¶n lùc tõ dÇm phô 
®∙ biÕt). 

Víi dÇm cã m¾t truyÒn lùc thø tù tÝnh to¸n lµ: X¸c ®Þnh ph¶n lùc cña c¸c dÇm däc 
phô phÝa trªn, ®æi chiÒu ph¶n lùc lµ ¸p lùc t¸c dông trùc tiÕp vµo dÇm chÝnh bªn díi vµ 
tÝnh dÇm chÝnh nh dÇm ®¬n gi¶n hay dÇm ghÐp. 

VÝ dô:  

VÏ biÓu ®å néi lùc cho dÇm ghÐp trªn h×nh 2.5.2 

-  X¸c ®Þnh dÇm chÝnh, dÇm phô:  

AB lµ dÇm chÝnh; 

BC lµ dÇm phô. 

-  TÝnh hai dÇm ®éc lËp theo thø tù dÇm phô tÝnh tríc, dÇm chÝnh tÝnh sau. S¬ ®å 
tÝnh to¸n vµ kÕt qu¶ nh h×nh 2.5.2. 

 

 
 

H×nh 2.5.2: BiÓu ®å néi lùc cña dÇm tÜnh ®Þnh hai nhÞp 
 

 

2.5.1.3. Khung tÜnh ®Þnh 
Khung tÜnh ®Þnh cã 3 d¹ng: Khung mét miÕng cøng, khung 3 khíp vµ khung 

ghÐp. C¸ch vÏ biÓu ®å néi lùc cho khung mét miÕng cøng, khung ghÐp thùc hiÖn gièng 
nh dÇm ®¬n gi¶n vµ dÇm ghÐp. Vãi khung 3 khíp cÇn lu ý c¸ch x¸c ®Þnh ph¶n lùc. 
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VÝ dô:  

VÏ biÓu ®å néi lùc cho khung mét miÕng cøng cã kÝch thíc vµ chÞu lùc nh  
h×nh 2.5.3. 

-  X¸c ®Þnh ph¶n lùc:     

  ΣX = 0    →   XA = 2q  ( →) 

  ΣMA = 0  →   YB = 2q  ( ↑ ) 

  ΣY = 0    →   YA = 2q  ( ↑ ) 

 

 
 

H×nh 2.5.3: BiÓu ®å néi lùc cña khung 
 

-  VÏ biÓu ®å néi lùc: 

Chia khung thµnh 4 ®o¹n AC, CD, DE, EF. TÝnh néi lùc t¹i ®Çu mót mçi ®o¹n vµ 
vÏ nhanh biÓu ®å néi lùc cho tõng ®o¹n.. 

Sau khi vÏ kiÓm tra biÓu ®å M theo ®iÒu kiÖn c©n b»ng m« men t¹i nót D vµ E. 
BiÓu ®å Q cã d¹ng nhá h¬n d¹ng cña biÓu ®å M mét bËc. BiÓu ®å N lµ h»ng sè trong 
tõng ®o¹n thanh v× t¶i träng vu«ng gãc víi trôc thanh. 

 

2.5.1.4. Vßm ba khíp (h×nh 2.5.4) 

-  X¸c ®Þnh c¸c ph¶n lùc ZA, VA, ZB, VB nh khung ba khíp: 

  ΣMA = 0   →   VB; 

  Σ f
CM = 0  →   ZB; 

  ΣX = 0     →   ZA; 

  ΣMB = 0   →  VA. 
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H×nh 2.5.4 
 

-  Trêng hîp hay gÆp lµ t¶i träng t¸c dông th¼ng ®øng kh«ng phô thuéc vµo d¹ng 
vßm. Lóc nµy néi lùc M, Q, N t¹i mÆt c¾t bÊt kú K cña vßm ®îc x¸c ®Þnh theo 
c«ng thøc liªn hÖ víi dÇm ®¬n gi¶n cïng nhÞp chÞu cïng t¶i träng: 

  ( )
( )

d
K K K

d
K K K K K

d
K K K K K

M M Hy

Q Q cos H sin tg cos

N Q sin H cos tg sin

 = −
 = ϕ − ϕ − β ϕ


= ϕ + ϕ + β ϕ

 (2.5.1) 

trong ®ã:  

d
KM , d

KQ  - m« men uèn, lùc c¾t t¹i mÆt c¾t K t¬ng øng cña dÇm ®¬n gi¶n cïng  

         nhÞp cïng t¶i träng; 

H - lùc x« ngang cña vßm, H = ZAcosβ = ZBcosβ 

  
d
cM

H
f

=  

yK - kho¶ng c¸ch th¼ng ®øng tõ mÆt c¾t K ®Õn ®êng nèi AB; 

ϕK - gãc nghiªng gi÷a tiÕp tuyÕn trôc vßm t¹i K so víi ph¬ng ngang; 

β - gãc nghiªng cña ®êng nèi AB víi ph¬ng ngang. 
 

Chó ý lµ víi vßm dÊu cña lùc däc N ®îc quy íc l¹i: NÐn mang dÊu d¬ng, kÐo 
mang dÊu ©m. 

 

2.5.1.5. Dµn tÜnh ®Þnh 
Dµn còng cã h×nh thøc nh khung: Dµn dÇm (mét miÕng cøng), dµn ba khíp, dµn 

ghÐp. Trong bíc tÝnh to¸n s¬ bé thêng bá qua träng lîng c¸c thanh dµn, giao cña 
c¸c thanh dµn coi lµ khíp lý tëng, t¶i träng chØ t¸c dông t¹i c¸c m¾t dµn. Víi gi¶ thiÕt 
nh vËy néi lùc trong dµn chØ cã lùc däc N. §Ó x¸c ®Þnh lùc däc cã thÓ dïng ph¬ng 
ph¸p gi¶i tÝch (xÐt c©n b»ng lùc t¹i mét m¾t hoÆc mét phÝa cña dµn) hoÆc ph¬ng ph¸p 
®å gi¶i (gi¶n ®å M¾c-xoen - Cê-rª-m«-na). 
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VÝ dô:  

X¸c ®Þnh lùc däc trong 4 thanh dµn 1A, 23, 63 vµ 67 trªn h×nh 2.5.5. 
 

 
H×nh 2.5.5 

 

-  X¸c ®Þnh ph¶n lùc t¹i A, B nh ®èi víi dÇm: 

  YA = P ( ↑ ) 

  YB = 3P ( ↑ ) 
-  Tõ nhËn xÐt cña ph¬ng ph¸p t¸ch m¾t ta thÊy lùc däc trong c¸c thanh A6, 37, 4B, 

B8 b»ng kh«ng. 
 

Hai nhËn xÐt quan träng dïng khi tÝnh dµn lµ: 
+  T¹i mÆt c¾t chØ cã hai thanh, kh«ng cã lùc th× lùc däc 2 thanh b»ng kh«ng. 

+  T¹i mÆt c¾t cã 3 thanh, trong ®ã cã 2 thanh th¼ng hµng, kh«ng cã lùc t¸c dông 
th× lùc däc trong thanh kh«ng th¼ng hµng b»ng kh«ng. 

 

-  T¸ch m¾t A:   

  ΣY = NA1 + P = 0  →  NA1 = – P (nÐn) 
-  Dïng mÆt c¾t 1-1, thay t¸c dông thanh bÞ c¾t b»ng c¸c Èn lùc däc g©y kÐo, cã 

chiÒu ®i ra khái phÇn xÐt.  XÐt c©n b»ng cña phÇn tr¸i vµ sö dông 3 ph¬ng tr×nh 
c©n b»ng ta cã:     

  ΣY = N63 sinα + P – P = 0   →   N63 = 0 

  ΣM6 = + p + N23  tgα = 0   →   N23 = – P cotgα 

  ΣM3 = + p 2 – p – N67  tgα = 0  →  N67 = + P cotgα 
 

2.5.1.6. TÝnh chuyÓn vÞ trong hÖ tÜnh ®Þnh 
Díi ®©y tr×nh bµy c«ng thøc Mor vµ nh©n biÓu ®å Vª-rª-sa-ghin ®Ó tÝnh chuyÓn 

vÞ cho mét sè d¹ng cña hÖ thanh ph¼ng cã ®é cong nhá
h 1

10

 
≤ ρ 

. 
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1. DÇm, khung chÞu t¸c dông cña t¶i träng 

  
n

i i
KP K P P K

ii 1

1
M M y

EJ=
∆ = = Ω∑  (2.5.2) 

trong ®ã:   
i
PΩ  - diÖn tÝch cña biÓu ®å  MP  trong ®o¹n thanh thø i; 

i
Ky  - tung ®é cña biÓu ®å KM  trong ®o¹n thø i øng víi träng t©m cña biÓu ®å  MP  . 

  

ΩPyK > 0 khi hai biÓu ®å c¨ng cïng phÝa (< 0 khi c¨ng ngîc phÝa). Khi biÓu ®å 

MP  cã d¹ng phøc t¹p khã tÝnh diÖn tÝch vµ t×m träng t©m cÇn ph©n thµnh nh÷ng h×nh 
®¬n gi¶n ®∙ biÕt c«ng thøc tÝnh diÖn tÝch vµ träng t©m nh tam gi¸c, ch÷ nhËt, parabol... 

VÝ dô nh©n hai biÓu ®å trong mét ®o¹n thanh cã chiÒu dµi , ®é cøng EJ nh  

h×nh 2.5.6. 
 

 
 

H×nh 2.5.6 

 ( )1 1 2 2 3 3
1

y y y
EJ

= −Ω + Ω + Ω =

( )1 1 2
a d c d

EJ 2 3

  − + − +   


( )1 1 2 c d
b d c d h

2 3 3 2

+ + + − +    
 

= 

MP MK . 

 

   
 

B¶ng 2.5.1: DiÖn tÝch vµ träng t©m cña mét sè h×nh ®¬n gi¶n hay gÆp 
 

BiÓu ®å DiÖn tÝch VÞ trÝ träng t©m x0 BiÓu ®å DiÖn tÝch VÞ trÝ träng t©m x0 

 

1

2
 h 

1

3
 

 

2

3
 h 

3

8
 

 

2
a

3
 h 

1

2
 

 

1

2
 h ( )

1
+ c

3
 

 

1

3
 h 

1

4
 

 

( )a + b

2
 

( )
( )


a + 2b

3 a + b
 

 

1

4
 h 

1

5
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B¶ng 2.5.2: KÕt qu¶ nh©n hai biÓu ®å t¬ng øng 
 

 
MP 

MK 

    

 
ah a

h

2
 

1

2
a(h1 + h2) 

 
1

2
ah 

a h

3
 ( )a

h + 2h1 26
 

 
1

2
h(a + b) 

h

6
(2a+b) ( ) ( )  


2h + h a + h + 2h b1 2 1 26

 

 

1

2
h(b - a) 

1

6
h(b - 2a) ( ) ( )  


2h + h a - h + 2h b1 2 1 26

 

 

1

2
ch 

1

6
ch

 
 
 

b
1+  

6

    +         
 1 2

1 b a
c 1+ h 1+ h  

 

2

3
ah 

1

3
ah 

1

3
a(h1 + h2) 

 

2

3
ah 

5

12
ah 

1

12
a(5h1 + 3h2) 

 
1

3
ah 

1

4
ah 

1

3
a ( ) 

  
1 2 1

1
h + h - h

4
 

 
1

4
ah 

1

5
ah 

1

4
a ( ) 

  
1 2 1

1
h + h - h

5
 

 
VÝ dô:  

X¸c ®Þnh chuyÓn vÞ ngang t¹i C cña khung cã kÝch thíc vµ chÞu lùc nh h×nh 
2.5.7. 

 

 
H×nh 2.5.7 
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C¸c bíc:  

 -  VÏ biÓu ®å m« men uèn do t¶i träng ®∙ cho. 

-  LËp tr¹ng th¸i phô “k”: T¹i C ®Æt lùc PK = 1 theo ph¬ng chuyÓn vÞ cÇn t×m (nÕu 
cÇn t×m chuyÓn vÞ gãc t¹i C ta ®Æt MK = 1). 

-  Nh©n hai biÓu ®å lÇn lît cho tõng ®o¹n thanh theo 2.5.2 

  
2 2

C
KP X

1 1 q 2 2 q

EJ 2 2 3 3 8 2

 
∆ = ∆ = + + 

  

      

          
2 2 41 1 q 2 1 q 17q

2EJ 2 2 3 2 2 2 48EJ

 
+ + = 

  

         (→) 

 

2. Dµn chÞu t¸c dông cña t¶i träng 

  
i im
p k i

KP
ii 1

N N

EF=
∆ = ∑


 (2.5.3) 

trong ®ã: 
i
pN , i

kN  - gi¸ trÞ lùc däc trong thanh dµn thø i lÇn lît do t¶i träng ®∙ cho, do lùc  

      PK = 1 (hoÆc MK = 1) g©y ra; 

i, Fi - chiÒu dµi, diÖn tÝch mÆt c¾t ngang cña thanh dµn thø i; 

m - sè thanh dµn. 
 

3. Vßm chÞu t¸c dông cña t¶i träng 

  
p k p k p k

KP

M M Q Q N N
ds ds ds

EJ GF EF

µ
∆ = + +∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫  (2.5.4) 

trong ®ã:  

(M, Q, N)P, K - lÇn lît lµ biÓu thøc néi lùc cña tõng ®o¹n thanh do t¶i träng ®∙ cho,  
     do lùc ®¬n vÞ ë tr¹ng th¸i phô g©y ra; 

µ - hÖ sè phô thuéc vµo h×nh d¹ng mÆt c¾t ngang; 

EJ, GF, EF - ®é cøng khi uèn, trît vµ kÐo (nÐn). 
 

4. HÖ tÜnh ®Þnh chuyÓn vÞ do dÞch chuyÓn cña c¸c liªn kÕt tùa 

  
n

i i
K K m

i 1

R∆
=

∆ = − ∆∑  (2.5.5) 

trong ®ã:   

∆ i
m  - chuyÓn vÞ cña liªn kÕt tùa thø i; 
i
KR  - ph¶n lùc t¹i liªn kÕt cã chuyÓn vÞ do lùc ®¬n vÞ trong tr¹ng th¸i phô g©y ra.  

     i
KR ∆mi > 0 khi lùc vµ chuyÓn vÞ cïng chiÒu. 
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2.5.2. TÝnh kÕt cÊu tÜnh ®Þnh chÞu t¶i träng di ®éng 
Khi trªn c«ng tr×nh cã t¶i träng di ®éng t¸c dông, ®Ó x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña ph¶n lùc, 

néi lùc, chuyÓn vÞ øng víi vÞ trÝ bÊt lîi cã thÓ ¸p dông mét trong hai c¸ch: 

C¸ch 1:  

Cho hÖ lùc di ®éng (gi¶ thiÕt t¶i träng lµ tÜnh vµ trong qu¸ tr×nh di ®éng kho¶ng 
c¸ch gi÷a c¸c lùc kh«ng ®æi) dõng ë mét sè vÞ trÝ trªn c«ng tr×nh. øng víi mçi vÞ 
trÝ x¸c ®Þnh ®îc gi¸ trÞ cña ®¹i lîng cÇn nghiªn cøu (ph¶n lùc, néi lùc hoÆc 
chuyÓn vÞ). Sau ®ã vÏ ®êng quan hÖ gi÷a ®¹i lîng nghiªn cøu vµ vÞ trÝ cña hÖ 
lùc di ®éng. Tõ ®ã t×m ®îc vÞ trÝ bÊt lîi nhÊt vµ gi¸ trÞ cña ®¹i lîng nghiªn cøu 
øng víi vÞ trÝ ®ã. 

C¸ch 2:  

Dïng ph¬ng ph¸p ®êng ¶nh hëng. 
 

2.5.2.1. §êng ¶nh hëng (®ah) 

1. §Þnh nghÜa  

§êng ¶nh hëng cña mét ®¹i lîng SK (cã thÓ lµ ph¶n lùc, néi lùc, hoÆc chuyÓn 
vÞ v.v...) t¹i mét vÞ trÝ x¸c ®Þnh trªn kÕt cÊu lµ ®å thÞ biÓu diÔn biÕn thiªn cña ®¹i lîng 
®ã g©y ra bëi mét lùc tËp trung b»ng ®¬n vÞ cã ph¬ng chiÒu kh«ng ®æi di ®éng trªn kÕt 

cÊu. Díi ®©y ký hiÖu ®ah SK lµ ®êng ¶nh hëng cña ®¹i lîng SK.  

2. Nguyªn t¾c vÏ ®êng ¶nh hëng SK 

 

 
 

H×nh 2.5.8: §êng ¶nh hëng cho mét sè ®¹i lîng cña dÇm mót thõa 
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Trªn kÕt cÊu ®Æt lùc P = 1 c¸ch ®iÓm chän lµm gèc mét ®o¹n z. ViÕt biÓu thøc tÝnh 

SK lµ mét hµm cña z. VÏ ®å thÞ biÓu diÔn biÕn thiªn cña Sk theo z.  §ã chÝnh lµ ®ah SK. 

Víi dÇm ®¬n (dÇm c«ng x«n, dÇm hai ®Çu khíp, dÇm mót thõa) ®ah cña ph¶n lùc, 
néi lùc cã thÓ vÏ nhanh b»ng nhËn xÐt. Tõ ®ã còng cã thÓ vÏ nhanh ®ah cña c¸c ®¹i 
lîng nµy cho dÇm ghÐp vµ dÇm cã m¾t truyÒn lùc.  

 

VÝ dô:  

VÏ ®ah ph¶n lùc t¹i A, ®ah m« men t¹i mÆt c¾t K1, K2 vµ ®ah lùc c¾t t¹i K2, K3 
nh h×nh 2.5.8. 

 

2.5.2.2. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña ®¹i lîng nghiªn cøu b»ng ®êng ¶nh hëng 

  
n m

K i i j j
i 1 j 1

S P y q
= =

= + ω∑ ∑  (2.5.6) 

trong ®ã:  

Pi, qj - lùc tËp trung thø i, lùc ph©n bè ®Òu thø j (P, q > 0 khi cã chiÒu ®i xuèng); 

yi, ωj - tung ®é ®êng ¶nh hëng díi lùc Pi, lµ diÖn tÝch phÇn ®êng ¶nh hëng díi  

       lùc ph©n bè qj (y, ω lÊy theo dÊu cña ®êng ¶nh hëng); 

n - sè lùc tËp trung; 

m - sè ®o¹n lùc ph©n bè ®Òu n»m trªn kÕt cÊu. 
 

VÝ dô:  

Dïng ®êng ¶nh hëng x¸c ®Þnh gi¸ trÞ m« men t¹i mÆt c¾t B do t¶i träng di ®éng 
dõng ë vÞ trÝ nh h×nh 2.5.9. 

 

 
 

H×nh 2.5.9 
 

VÏ ®êng ¶nh hëng MB vµ dïng c«ng thøc 2.5.6 ta cã: 

  ( ) ( ) 2
B

a 1 a 3
M py q 2qa q a qa

2 2 2 4
   = + ω = + + + + − = +   
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2.5.2.3. T×m vÞ trÝ bÊt lîi nhÊt cña ®oµn t¶i träng tËp trung di ®éng ®èi víi ®¹i lîng SK 

 T×m vÞ trÝ bÊt lîi nhÊt (VTBLN) cña ®oµn t¶i träng ®èi víi ®¹i lîng SK thùc chÊt 
lµ bµi to¸n kh¶o s¸t cùc trÞ cña hµm SK = f(z). CÇn n¾m c¸ch tÝnh ®¹o hµm vµ nh÷ng 
biÓu hiÖn cùc ®¹i, cùc tiÓu nh sau. 

+  TÝnh ®¹o hµm: 

  
n

K
i i

i 1

dS
R tg

dz =
= α∑  (2.5.7) 

trong ®ã: 

Ri - hîp c¸c lùc tËp trung trong ®o¹n thø i; 

tgαi - hÖ sè gãc ®o¹n thø i cña ®êng ¶nh hëng. NÕu hµm ®ång biÕn tgαi > 0. 
 

+  BiÓu hiÖn cùc ®¹i: 

  

( ) ( )

K K

0 0

dS dS

dz dz

z z dz z z dz

0 0> <
> =
= <

= − = +

→
 (2.5.8 a)  

+  BiÓu hiÖn cùc tiÓu:  

  

( ) ( )

K K

0 0

dS dS

dz dz

z z dz z z dz

0 0< >
= >
< =

= − = +

→
                                           (2.5.8b)  

+  NhËn xÐt: VÞ trÝ bÊt lîi cña ®oµn t¶i träng tËp trung di ®éng trªn ®êng ¶nh hëng 
®a gi¸c mét dÊu chØ cã thÓ x¶y ra khi mét trong sè c¸c lùc tËp trung di ®éng n»m 
trªn ®Ønh låi cña ®êng ¶nh hëng. 
 

§Ó t×m VTBLN lµm nh sau: LÇn lît ®Æt c¸c lùc tËp trung trªn tõng ®Ønh låi  
cña ®êng ¶nh hëng vµ tÝnh ®¹o hµm cña SK theo (2.5.7) cho hai trêng hîp lùc cha 
qua vµ qua ®Ønh. NÕu hai lÇn tÝnh tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn (2.5.8) th× ®Êy lµ vÞ trÝ bÊt lîi.  

¸p dông c«ng thøc (2.5.6) sÏ x¸c ®Þnh ®îc gi¸ trÞ cña ®¹i lîng SK. So s¸nh SK cña c¸c 
VTBL sÏ t×m ®îc VTBLN. 

Trêng hîp trªn kÕt cÊu cã c¶ t¶i träng bÊt ®éng (cè ®Þnh) vµ t¶i träng di ®éng 
(t¹m thêi) th× ph¶i vÏ biÓu ®å bao, trªn ®ã t¹i mçi mÆt c¾t cho hai tung ®é øng víi gi¸ trÞ 
lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt. Ch¼ng h¹n, t¹i mÆt c¾t K cña biÓu ®å bao m« men cã hai 
tung ®é: 

M« men d¬ng lín nhÊt:   

  
max max

c® d®
K K KM M M= +  

M« men ©m nhá nhÊt:       

  
min min

c® d®
K K KM M M= +  

www.vn
co

ld.
vn

www.vn
co

ld.
vn



188         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

2.5.3. HÖ thanh siªu tÜnh 

2.5.3.1. Kh¸i niÖm chung 
Kh¸c víi hÖ tÜnh ®Þnh, hÖ siªu tÜnh lµ hÖ mµ dïng c¸c ph¬ng tr×nh c©n b»ng 

kh«ng thÓ x¸c ®Þnh ®îc néi lùc cña toµn hÖ. 

BËc siªu tÜnh lµ ®Æc trng cña hÖ siªu tÜnh. §ã lµ sè liªn kÕt thõa ngoµi sè liªn kÕt 
tèi thiÓu cÇn thiÕt ®Ó hÖ ®ñ bÊt biÕn h×nh. BËc siªu tÜnh cã thÓ x¸c ®Þnh b»ng mét trong 
ba c¸ch: 

-  Theo ®Þnh nghÜa:  

  n = T + 2K + 3H + C – 3D (2.5.9) 
-  Theo c«ng thøc:  

  n = 3V – K (2.5.10) 
-  Theo c¸ch lo¹i dÇn liªn kÕt: Tõ hÖ ®∙ cho lo¹i dÇn liªn kÕt ®Ó ®îc hÖ tÜnh ®Þnh. 

Sè liªn kÕt lo¹i bá quy ®æi ra liªn kÕt thanh lµ bËc siªu tÜnh. 
 

Trong (2.5.9) vµ (2.5.10):  

D - sè miÕng cøng nèi víi ®Êt; 

T, K, H - sè liªn kÕt thanh, sè khíp ®¬n, sè hµn ®¬n nèi gi÷a D miÕng cøng; 

C - sè liªn kÕt nèi cña D miÕng cøng víi ®Êt ®∙ qui ®æi ra liªn kÕt thanh; 

V - sè chu vi kÝn cã trong hÖ; 

K - sè khíp ®¬n gi¶n. 
 

Liªn kÕt khíp vµ hµn ®¬n gi¶n lµ liªn kÕt nèi chØ hai miÕng cøng. Liªn kÕt phøc 
t¹p lµ liªn kÕt nèi nhiÒu h¬n hai miÕng cøng. Khi tÝnh bËc siªu tÜnh ph¶i tÝnh ®æi liªn 
kÕt phøc t¹p ra liªn kÕt ®¬n gi¶n b»ng c¸ch lÊy sè miÕng cøng quy tô t¹i liªn kÕt ®ã trõ 
®i mét. 

§Ó tÝnh hÖ siªu tÜnh cã thÓ dïng ph¬ng ph¸p lùc, ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ, 
ph¬ng ph¸p ph©n phèi m« men, ph¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n v.v... Díi ®©y tr×nh bµy 
néi dung chÝnh cña ph¬ng ph¸p lùc vµ ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ. Ph¬ng ph¸p phÇn tö 
h÷u h¹n ®îc tr×nh bµy trong môc 2.11. 

Víi hÖ siªu tÜnh khi tÝnh to¸n thêng thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 

1.  X¸c ®Þnh sè Èn n. 

2.  LËp hÖ c¬ b¶n dïng ®Ó tÝnh hÖ siªu tÜnh, chän Èn sè. 

3.  ThiÕt lËp hÖ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c: X¸c ®Þnh c¸c hÖ sè Èn tõ c¸c biÓu ®å øng víi 
Èn lùc cã gi¸ trÞ b»ng ®¬n vÞ vµ sè h¹ng tù do tõ biÓu ®å øng víi nguyªn nh©n t¸c 
dông trªn hÖ c¬ b¶n. 

4.  Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c t×m gi¸ trÞ c¸c Èn vµ tõ ®ã x¸c ®Þnh néi lùc trªn hÖ 
c¬ b¶n ®∙ chän. 

5.  VÏ biÓu ®å m« men uèn. Trong khi vÏ cã thÓ sö dông ph¬ng ph¸p céng t¸c dông. 
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6.  VÏ biÓu ®å lùc c¾t vµ lùc däc. Th«ng thêng ®Ó vÏ biÓu ®å Q trong mçi ®o¹n 
thanh thêng tÝnh gi¸ trÞ Q t¹i ®Çu mót thanh tõ M theo c«ng thøc: 

  O
AB AB

AB

M
Q Q

∆
= ±


 (2.5.11) 

trong ®ã:  

QAB - lùc c¾t cÇn t×m t¹i A cña ®o¹n thanh AB trong hÖ siªu tÜnh; 

O
ABQ  - lùc c¾t t¹i A cña thanh AB ®îc coi nh dÇm ®¬n hai ®Çu khíp do t¶i träng  

       t¸c dông trong ®o¹n thanh AB g©y ra; 

∆M - chªnh lÖch m« men t¹i hai ®Çu thanh; 

AB - chiÒu dµi ®o¹n thanh AB. Trong c«ng thøc (2.5.11) lÊy dÊu "+" nÕu trôc thanh   

     quay ®Õn ®êng biÓu diÔn m« men trong ®o¹n theo gãc nhá nhÊt theo chiÒu  
     thuËn chiÒu kim ®ång hå. Ngîc l¹i lÊy dÊu "–". 
 

BiÓu ®å lùc däc thêng vÏ sau khi vÏ biÓu ®å Q trªn c¬ së tÝnh c©n b»ng lùc t¹i 
c¸c nót. 

 

7.  TÝnh chuyÓn vÞ: 

-  DÇm, khung do t¶i träng t¸c dông : 

  O
KP P KM M∆ =  (2.5.12) 

-  Dµn do t¶i träng t¸c dông: 

  
oi
KP i

KP
ii

N N

EF
∆ = ∑


 (2.5.13) 

-  Vßm do t¶i träng t¸c dông: 

  
o o o
K KKP P P

KP
M M ds Q Q ds N N ds

EJ GF EF

µ
∆ = + +∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ (2.5.14) 

-  DÇm, khung do chuyÓn vÞ c¸c liªn kÕt tùa: 

  O oi i
K K K mM M R∆ ∆∆ = − ∆∑  (2.5.15) 

trong ®ã: 

MP , M∆  - lÇn lît lµ biÓu ®å m«men uèn do t¶i träng, biÓu ®å m« men uèn do  
        chuyÓn vÞ liªn kÕt tùa g©y ra trªn hÖ siªu tÜnh; 
O
KM   - biÓu ®å m«men trªn hÖ c¬ b¶n do lùc ®¬n vÞ ë tr¹ng th¸i phô g©y ra; 

∆i
m - chuyÓn vÞ cña liªn kÕt tùa thø i trong c¬ b¶n; 

oi
KR  - ph¶n lùc t¹i liªn kÕt i cã chuyÓn vÞ i

m∆  trong tr¹ng th¸i phô "k". 
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Thùc tÕ hay gÆp hÖ siªu tÜnh cã d¹ng ®èi xøng vÒ h×nh d¸ng, ®é cøng vµ liªn kÕt, 
chÞu t¸c dông cña t¶i träng ®èi xøng hoÆc ph¶n ®èi xøng. Lîi dông tÝnh ®èi xøng cã thÓ 
®a bµi to¸n siªu tÜnh bËc cao vÒ bµi to¸n siªu tÜnh bËc thÊp b»ng c¸ch chØ xÐt mét nöa 
®èi xøng cña hÖ sau khi ®∙ thªm liªn kÕt ®Ó b¶o ®¶m t¬ng ®¬ng vÒ chuyÓn vÞ. Cßn t¶i 
träng bÊt kú lu«n cã thÓ thay thÕ b»ng tæ hîp cña t¶i täng ®èi xøng vµ ph¶n ®èi xøng. 
Ch¼ng h¹n víi kÕt cÊu vÏ ë h×nh 2.5.10 a cã thÓ thay thÕ b»ng mét nöa ®èi xøng vÏ ë 
h×nh 2.5.10 c vµ 2.5.10 d. 

 

 
 

H×nh 2.5.10: S¬ ®å tÝnh khung ®èi xøng vµ ph¶n ®èi xøng 
 

 

2.5.3.2. Ph¬ng ph¸p lùc 

1. Néi dung  
+  Chän hÖ c¬ b¶n:  

§a kÕt cÊu siªu tÜnh vÒ kÕt cÊu tÜnh ®Þnh b»ng c¸ch lo¹i bá c¸c liªn kÕt d thõa 
ngoµi c¸c liªn kÕt cÇn thiÕt ®Ó hÖ bÊt biÕn h×nh. Thay t¸c dông cña c¸c liªn kÕt bá ®i 

b»ng ph¶n lùc liªn kÕt. Chóng lµ Èn cña bµi to¸n, ký hiÖu lµ X1, X2, ..., Xn. 

+  ThiÕt lËp hÖ ph¬ng tr×nh x¸c ®Þnh Èn:  

§Ó hÖ c¬ b¶n vµ hÖ ®∙ cho t¬ng ®¬ng vÒ mÆt chuyÓn vÞ th× t¹i vÞ trÝ cña c¸c liªn 
kÕt bÞ lo¹i bá chuyÓn vÞ do t¶i träng, nhiÖt ®é, chuyÓn vÞ cña liªn kÕt tùa vµ do c¸c Èn 

lùc X1, X2, ..., Xn g©y ra ph¶i b»ng 0. Trêng hîp kÕt cÊu chØ chÞu t¸c dông cña t¶i träng 
®iÒu kiÖn nµy ®îc viÕt ë d¹ng: 

δ11 X1 + δ12 X2 + ... + δ1n Xn + ∆1P = 0 
δ21 X1 + δ22 X2 + ... + δ2n Xn + ∆2P = 0 
... 
δn1 X1 + δn2 X2 + ... + δnn Xn + ∆nP = 0 
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trong ®ã 

δKM - chuyÓn vÞ do Èn lùc cã gi¸ trÞ b»ng ®¬n vÞ g©y ra ë hÖ c¬ b¶n; 

∆KP - chuyÓn vÞ do t¶i träng g©y ra trªn hÖ c¬ b¶n.  
 

C¸c gi¸ trÞ nµy ®îc tÝnh b»ng c¸c c«ng thøc (2.5.2), (2.5.3), (2.5.4). HÖ ph¬ng 
tr×nh trªn ®îc gäi lµ hÖ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ph¬ng ph¸p lùc. 

 

+  Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c t×m Xi. 

+  VÏ biÓu ®å m« men uèn:  

Céng biÓu ®å m« men trªn hÖ c¬ b¶n do Èn lùc g©y ra víi biÓu ®å m« men trªn hÖ 
c¬ b¶n do t¶i träng g©y ra ®îc biÓu ®å m« men tæng céng. Cô thÓ lµ: 

  
n

o
KP K P

k 1

M M X M
=

= +∑  (2.5.16) 

trong ®ã: 

KM  - biÓu ®å m«men trªn hÖ c¬ b¶n do lùc XK = 1; 

o
PM  - biÓu ®å m« men do t¶i träng g©y ra. 

 

Ghi chó: Trêng hîp kÕt cÊu chÞu lón kh«ng ®Òu, thay thÕ cho ∆KP dïng ∆K∆ x¸c 
®Þnh b»ng c«ng thøc (2.5.5) vµ biÓu thøc céng t¸c dông cña m«men lµ: 

   
n

K K
k 1

M M X∆
=

= ∑ . 

VÝ dô:  

VÏ biÓu ®å néi lùc cho khung chÞu t¶i träng nh h×nh 2.5.11 

+  X¸c ®Þnh sè bËc siªu tÜnh: HÖ cã 1 bËc siªu tÜnh. 

+  HÖ c¬ b¶n: Bá liªn kÕt chèng ngang ë gèi C, thay b»ng ph¶n lùc liªn kÕt X1. 

+  Trong hÖ c¬ b¶n vÏ biÓu ®å m« men 1M  do X1 = 1 g©y ra vµ biÓu ®å m« men  

o
PM  do P g©y ra. 

+  ThiÕt lËp ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c : 

  δ11 X1 + ∆1P = 0 
trong ®ã: 

11 1 1
1 1 2 128

M M 4 4 4 2
EJ 2 3 3EJ

 δ = = × × × × = 
 

 

o
1P P 1

1 1 2 2 4 1 2 1 4 1120
M M 80 4 4 4 20 80 4 4 4 40

EJ 2 3 3 2 2 3 2 2 EJ
 ∆ = = × × × × + × × × + × × × × + × × × = 
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+  Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c t×m ®îc:  

  1P
1

11

X 26,25 kN
∆

= − = −
δ

 

+  VÏ biÓu ®å m«men: Sö dông c¸ch céng biÓu ®å  

  o
1P 1 PM M X M= +   

+  VÏ biÓu ®å Q: TÝnh QP theo c«ng thøc (2.5.11) 

  o
AB AB

AB

M 25
Q Q 20 13,75 kN

4

∆
= − = + − = +


 

  o
BA BA

AB

M 25
Q Q 20 26,25 kN

4

∆
= − = − − = −


 

  o
BC BC

AB

M 25
Q Q 20 26,25 kN

4

∆
= + = + + = +


 

  o
CB CB

AB

M 25
Q Q 20 13,75 kN

4

∆
= + = − + = −


 

+  VÏ biÓu ®å N b»ng c¸ch xÐt c©n b»ng h×nh chiÕu nót t¹i c¸c nót. 

 
 

 
 

H×nh 2.5.11: HÖ c¬ b¶n vµ kÕt qu¶ tÝnh khung b»ng ph¬ng ph¸p lùc 
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2. TÝnh dÇm liªn tôc 
DÇm liªn tôc lµ kÕt cÊu hay gÆp trong thùc tÕ nh: DÇm cÇu giao th«ng, dÇm cÇu 

trôc trong nhµ m¸y, dÇm ®ì m¸ng phun... Víi lo¹i kÕt cÊu siªu tÜnh nµy, ®Ó ®¬n gi¶n 
cho viÖc tÝnh theo ph¬ng ph¸p lùc thêng chän hÖ c¬ b¶n b»ng c¸ch ®a khíp vµo gèi 
vµ do ®ã Èn lùc lµ m« men t¹i gèi (h×nh 2.5.12). Trêng hîp dÇm cã ®é cøng nh nhau 
trong c¸c ®o¹n, ®Ó b¶o ®¶m ®iÒu kiÖn t¬ng ®¬ng vÒ chuyÓn vÞ gi÷a hÖ c¬ b¶n vµ hÖ 
ban ®Çu ph¶i cho gãc xoay t¬ng ®èi t¹i vÞ trÝ c¸c khíp b»ng 0. Tõ ®ã viÕt ®îc ph¬ng 
tr×nh cho gèi thø i: 

  ( )i i 1 i i 1 i i 1 i 1M 2 M M− + + ++ + + +     

  i i i 1 i 1

i i 1

a b
6 0+ +

+

 ω ω
+ + = 

  
     (2.5.17) 

trong ®ã: 

Mi–1, Mi, Mi+1 - m«men uèn cña dÇm trªn c¸c gèi tùa i – 1, i vµ i + 1. M« men lµm   
       c¨ng thí díi lÊy dÊu d¬ng, ngîc l¹i lÊy dÊu ©m. 

i , i+1 - chiÒu dµi cña nhÞp thø i vµ i + 1. 

ωi - diÖn tÝch cña biÓu ®å o
PM  trong nhÞp thø i. 

ai, bi - kho¶ng c¸ch tõ träng t©m biÓu ®å o
PM  trong nhÞp thø i ®Õn gèi tr¸i vµ ®Õn  

       gèi ph¶i. 
 

V× trong mçi ph¬ng tr×nh viÕt cho mét gèi chØ chøa 3 m« men Èn nªn ph¬ng 
tr×nh trªn ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh 3 m« men.  

Chó ý lµ tªn cña c¸c nhÞp vµ tªn cña c¸c ®¹i lîng kh¸c (, a, b, ...) trong ph¬ng 

tr×nh (2.5.17) ®îc lÊy lµ tªn cña gèi ë bªn ph¶i nhÞp ®ã. MÆt kh¸c, ph¬ng tr×nh 
(2.5.17) chØ ¸p dông ®îc cho dÇm siªu tÜnh tùa trªn c¸c gèi. Víi dÇm cã liªn kÕt ë ®Çu 
lµ ngµm ph¶i ®a vÒ dÇm siªu tÜnh ®Æt trªn gèi t¬ng ®¬ng víi nhÞp cña ®o¹n thay thÕ 
rÊt nhá (h×nh 2.5.13). 

C¸c bíc tÝnh dÇm liªn tôc cã thÓ hÖ thèng l¹i nh sau: 

-  LÇn lît viÕt ph¬ng tr×nh 3 m«men (2.5.17) cho c¸c gèi tùa trung gian ®îc hÖ 
ph¬ng tr×nh ®¹i tuyÕn chøa Èn lµ m« men t¹i c¸c gèi ®ã. 

-  Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh ®¹i tuyÕn t×m ®îc c¸c m«men Èn. 

-  VÏ biÓu ®å M, Q. 
 

Víi dÇm liªn tôc ®Æt trªn c¸c gèi tùa ®µn håi (dÇm trªn c¸c cét cao, dÇm cÇu 
phao...) cã thÓ ¸p dông ph¬ng tr×nh 5 m«men (tham kh¶o gi¸o tr×nh C¬ häc kÕt cÊu 
cña c¸c trêng ®¹i häc kü thuËt). 
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H×nh 2.5.12: HÖ c¬ b¶n vµ biÓu ®å m« men 0
PM  cña dÇm liªn tôc 

 
B¶ng 2.5.3, 2.5.4, 2.5.5 lµ c¸c b¶ng tra s½n c¸c gi¸ trÞ m«men uèn, lùc c¾t, ph¶n 

lùc trong dÇm mét nhÞp, dÇm liªn tôc cã chiÒu dµi c¸c nhÞp nh nhau chÞu t¸c dông cña 
t¶i träng vµ ®é lón gèi tùa. 

B¶ng 2.5.6 cho c¸c tung ®é ®êng ¶nh hëng vµ b¶ng 2.5.7 cho c¸c tung ®é biÓu 
®å bao cña m«men uèn vµ lùc c¾t trong dÇm liªn tôc. 

 

 
 

H×nh 2.5.13:  Thay ngµm b»ng ®o¹n dÇm cã ®é cøng b»ng v« cïng  
hoÆc chiÒu dµi b»ng kh«ng 

 

 

3. TÝnh khung vµ vßm siªu tÜnh 
 

Víi kÕt cÊu khung, vßm siªu tÜnh cÇn lîi dông tÝnh ®èi xøng cña s¬ ®å kÕt cÊu, 
tÝnh ®èi xøng vµ ph¶n xøng cña nguyªn nh©n t¸c dông hoÆc sö dông mét sè thñ thuËt 
kh¸c (t©m ®µn håi ...) ®Ó gi¶m bít sè Èn cña bµi to¸n.  

B¶ng 2.5.8 cho kÕt qu¶ tÝnh néi lùc cña mét sè d¹ng khung, vßm siªu tÜnh vµ  
èng trßn. 
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B¶ng 2.5.3: C¸c ph¶n lùc trong dÇm siªu tÜnh mét nhÞp 
 

S¬ ®å t¶i träng BiÓu ®å Q vµ M TrÞ sè ph¶n lùc TrÞ sè ph¶n lùc m«men 

1 2 3 4 

1. DÇm mét ®Çu ngµm vµ mét ®Çu tùa khíp 

 
 

2

2

Pb b
A 3

2

 
= −  

  
 

2

2

Pa a
B 3

2

 = − 
 

 

( )A 2

Pab
M b

2
= − +


 

  

11
A P

16
=  

5
B P

16
=  

A
3

M P
16

= −   

  

3a a
A P 1 1

2

  = + −     
 

B 2P A= −  

A
3 a

M 1 Pa
2

 = − − 
 

 

 
 

5
A q

8
=   

3
B q

8
=   

2

A
q

M
8

= −


 

 
 

A qa B= −  

1
qa

B u q k
2

= −   

( )
2

2 2 2
1

q
M u 2 u q k

8
= − − = −

   

 

u k1 u k1 

0,1 0,0045 0,6 0,082 

0,2 0,0162 0,7 0,1035 

0,3 0,0325 0,8 0,1152 

0,4 0,0512 0,9 0,1225 

0,5 0,0703 1,0 0,1250  
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B¶ng 2.5.3 (tiÕp) 
 

1 2 3 4 

  

2
qb

A v q k
2

= +   

 B qb A= −  

 
( )

2
2 2 2

2
q

M v 2 v q k
8

= − − = −
 

 
 

v k2 v k2 

0,1 0,0025 0,6 0,0738 

0,2 0,0098 0,7 0,0925 

0,3 0,0215 0,8 0,1088 

0,4 0,0368 0,9 0,1205 

0,5 0,0547 1,0 0,1250  

  

( )2qc qc
A 3 w

2 16
= + −  

 B qc A= −  ( )
A

2

q c
M

16

3 w

= − ×

× −



 

 
 

21
A q

64
= 

 
11

B q
64

= 
 

2
A

5
M q

64
= − 

 

  

( )2 3

q
A

8

5 4u 2u u

= ×

× − − +



 

 ( )B q a A= − −
 

( )

2

A

2 3

q
M

8

1 2u u

= − ×

× − +



 

 
 

2
A q

5
= 

 
1

B q
10

= 
 

2
A q

15

1
M −=

 

 

 

9
A q

40
=   

11
B q

40
=   

2
A

7
M q

120
= −   
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B¶ng 2.5.3 (tiÕp) 
 

1 2 3 4 

 
 

( )2 2q
A v 5 v

10
= −


 

B 0,5qb A= −  
( )

2
2

A
qb

M 5 3v
30

= − −  

  
( )2 3

q
A u

40

20 5u u

= ×

× − +


 

B 0,5qa A= −  
( )

2
2

A

2

q
M u

120

3u 15u 20

= − ×

× − +


 

 

 
 

( )2 3

q
A u

40

20 5u 4u

= ×

× − +


 

B 0,5qa A= −  
( )

2

A

2

qa
M

120

12u 45u 40

= − ×

× − +
 

  

( )2 2q
A v 10 v

40
= −


 

B 0,5qb A= −  ( )

2
2

A

2

q
M v

120

10 3v

= − ×

× −


 

  

0M3
A

2
=


 

0M3
B

2
= −


 

0
A

M
M

2
= −  

 

 

( )2 2
0

3

3M b
A

2

−
= −




 

B A= −  

2
0

A 2

M b
M 1 3

2

 
= −  

 
 

Khi b = 0,577 cã 

AM 0=  
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B¶ng 2.5.3 (tiÕp) 
 

1 2 3 4 

  

2

3EJ
A = − ϕ

  

2

3EJ
B = + ϕ

  

 

A
3EJ

M = + ϕ
  

  

3

3EJ
A = ∆

  

3

3EJ
B = − ∆

  

 

A 2

3EJ
M = − ∆

  

2. DÇm hai ®Çu liªn kÕt ngµm 

  

( ) 2

3

3a b b
A P

+
=

  

( ) 2

3

a 3b a
B P

+
=

  

2

A 2

Pab
M = −

  
2

B 2

Pa b
M = −

  

 
 

P
A B

2
= =

 
A B

P
M M

8
= = −


 

  

A = B = P 
A BM M

a
Pa 1

= =

 = − − 
   

  

q
A B

2
= =


 

2

A B
q

M M
12

= = −


 

 
 

qc
A B

2
= =

 ( )
A B

2

M M

qc
3 w

24

= =

= − −
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B¶ng 2.5.3 (tiÕp) 
 

1 2 3 4 

  

( ) ( )1 2
qa 0,5a

A q k k
−

= + −





 

( )
2

1 2
qa

B q k k
2

= − −


 

( )
2

2 2 2
A 1

q
M u 3 4u 1,5u q k

6
= − − + = −

   

( )
2

2 2 2
B 2

q
M u u 0,75u q k

3
= − − = −

   

 

u k1 k2 u k1 k2 

0,1 0,0044 0,0003 0,6 0,0684 0,0396 

0,2 0,0151 0,0023 0,7 0,0764 0,0543 

0,3 0,0290 0,0070 0,8 0,0811 0,0683 

0,4 0,0437 0,0149 0,9 0,0830 0,0790 

0,5 0,0573 0,0260 1,0 0,0833 0,0833  

  

q
A B

4
= =


 

2

A B
5q

M M
96

= = −


 

  

q( a)
A B

2

−
= =


 

( )

2

A B

2 3

q
M M

12

1 2u u

= = − ×

× − +


 

 
 

7
A q

20
=   

3
B q

20
=   

2

A
q

M
20

= −


 

2

B
q

M
30

= −


 

  

( )2 3

qa
A

20

10 5u 2u

= ×

× − +
 

B 0,5qa A= −  

2 2

A
qa 3u

M 1 u
6 10

 
= − − +  

 
 

( )
2

B
qa

M u 5 3u
60

= − −  
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B¶ng 2.5.3 (tiÕp) 
 

1 2 3 4 

  
( )2 3

qa
A

20

10 15u 8u

= ×

× − +
 

B 0,5qa A= −  

( )

2

A

2

qa
M

30

10 15u 6u

= − ×

× − +
 

( )
3

B
qa

M 5 4u
20

= − −
  

 

 

0
3

6M ab
A = −

  
0
3

6M ab
B = +

  

( )0
A 2

M b
M 2a b= −

  

( )0
B 2

M a
M a 2b= −

  

Khi a :
3

=


 
AM 0=  

0
B

M
M

3
= −

 

  

2

6EJ
A = − ϕ

  

2

6EJ
B = + ϕ

  

A
4EJ

M = + ϕ
  

B
2EJ

M = − ϕ
  

  

3

12EJ
A = + ∆

  

3

12EJ
B = − ∆

  

A 2

6EJ
M = − ∆

  

B 2

6EJ
M = + ∆

  

3. DÇm mét ®Çu ngµm, mét ®Çu ngµm trît 

 
 

A = P 
A

Pa a
M 2

2
 = − − 
   

2

B
Pa

M
2

=
  

  

A = P 
A

3
M P

8
= − 

 

B
1

M P
8

= + 
 

www.vn
co

ld.
vn

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 2 - c¬ kÕt cÊu 201 

 

B¶ng 2.5.3 (tiÕp) 
 

1 2 3 4 

  

A = P 
A

P
M

2
= −


 

B
P

M
2

= +


 

  

A = q 

2
A

1
M q

3
= −   

2
B

1
M q

6
= +   

  

A = qa 
( )

2

A
qa

M 3 u
6

= − −  

 

  

A = qb ( )
2

3
A

q
M 3v v

6
= − −


 

 

  

A = 0 

0
A 0

M b
M M v= − = −


 

0
B 0

M a
M M u= =


 

  
A = 0 A B

EJ
M M= = ϕ
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B¶ng 2.5.4: M« men uèn, lùc c¾t vµ ph¶n lùc trong dÇm liªn tôc cã ®é dµi nhÞp nh nhau chÞu t¸c dông cña t¶i träng 
 

H×nh vÏ bªn biÓu thÞ c¸ch ký hiÖu c¸c néi lùc. ChØ sè thø nhÊt cña m« men vµ lùc c¾t 
biÓu thÞ tªn nhÞp. ChØ sè thø hai  cña m« men, khi cã lùc tËp trung chØ vÞ trÝ cña lùc, khi 
cã lùc ph©n bè chØ trÞ sè m« men lín nhÊt trong nhÞp. ChØ sè thø hai cña lùc c¾t biÓu 
thÞ tªn gèi tùa s¸t víi tiÕt diÖn. 

 
 

S¬ ®å lùc trªn nhÞp chÞu t¶i 

S¬ ®å nhÞp chÞu t¶i träng 
M« men uèn,  

lùc c¾t vµ  
ph¶n lùc 

     

1 2 3 4 5 6 7 

DÇm hai nhÞp 

M11 0,070 ql2 0,156 Pl 0,222 Pl 0,258 Pl 0,048 ql2 

M12 – – 0,111 Pl 0,265 Pl – 

M13 – – – 0,023 Pl – 

MB (min) - 0,125 ql2 - 0,188 Pl - 0,333 Pl - 0,469 Pl - 0,078 ql2 

A = Q1A 0,375 ql 0,313 P 0,667 P 1,031 P 0,172 ql 

B (max) 1,250 ql 1,375 P 2,667 P 3,938 P 0,656 ql 

 

Q1B (min) - 0,625 ql - 0,688 P - 1,333 P - 1,969 P - 0,328 ql 
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B¶ng 2.5.4 (tiÕp) 
1 2 3 4 5 6 7 

M11 (max) 0,096 ql2 0,203 Pl 0,278 Pl 0,361 Pl 0,065 ql2 

M12 (max) – – 0,222 Pl 0,383 Pl – 

M13 (max) – – – 0,200 Pl – 

MB - 0,063 ql2 - 0,094 Pl - 0,167 Pl - 0,234 Pl - 0,039 ql2  

A = Q1A (max) 0,438 ql 0,406 P 0,833 P 1,266 P 0,211 ql 

M11 (max) – - 0,047 Pl - 0,056 Pl - 0,059 Pl - 0,018 ql2 

M12 (max) – – - 0,111 Pl - 0,117 Pl – 

M13 (max) – – – - 0,176 Pl – 
 

A = Q1A (max) - 0,063 ql - 0,094 P - 0,167 P - 0,234 P - 0,039 ql 

DÇm ba nhÞp 

M11 0,080 ql2 0,175 Pl 0,244 Pl 0,281 Pl 0,054 ql2 

M12 – – 0,156 Pl 0,313 Pl – 

M13 – – – 0,094 Pl – 

M21 0,025 ql2 0,100 Pl 0,067 Pl 0,000 0,021 ql2 

M22 – – 0,067 Pl 0,125 Pl – 

MB - 0,100 ql2 - 0,150 Pl - 0,267 Pl - 0,375 Pl - 0,063 ql2 

A = Q1A 0,400 ql 0,350 P 0,733 P 1,125 P 0,188 ql 

B 1,100 ql 1,150 P 2,267 P 3,375 P 0,563 ql 

Q1B - 0,600 ql - 0,650 P - 1,267 P - 1,875 P - 0,313 ql 

 

Q2B = - Q2C 0,500 ql 0,500 P 1,000 P 1,500 P 0,250 ql 
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B¶ng 2.5.4 (tiÕp) 

1 2 3 4 5 6 7 

M11 (max) 0,101 ql2 0,213 Pl 0,289 Pl 0,328 Pl 0,068 ql2 

M12 (max) – – 0,244 Pl 0,406 Pl – 

M13 (min) – – – 0,234 Pl – 

M21 (min) - 0,050 ql2 - 0,075 Pl - 0,133 Pl - 0,188 Pl - 0,032 ql2 

M22 (min) – – - 0,133 Pl - 0,188 Pl – 

MB - 0,050 ql2 - 0,075 Pl - 0,133 Pl - 0,188 Pl -0,032 ql2 

 

A = Q1A (max) 0,450 ql 0,425 P 0,867 P 1,313 P 0,219 ql 

M11 (min) – - 0,038 Pl - 0,044 Pl - 0,047 Pl - 0,014 ql2 

M12 (min) – – - 0,089 Pl - 0,094 Pl – 

M13 (min) – – – - 0,141 Pl – 

M21 (max) 0,075 ql2 0,175 Pl 0,200 Pl 0,188 Pl 0,052 ql2 

M22 (max) – – 0,200 Pl 0,313 Pl – 

MB - 0,050 ql2 - 0,075 Pl - 0,133 Pl - 0,188 Pl - 0,032 ql2 

 

A = Q1A (min) - 0,050 ql - 0,075 P - 0,133 P - 0,188 P - 0,032 ql 

MB (min) - 0,117 ql2 - 0,175 Pl - 0,311 Pl - 0,438 Pl - 0,073 ql2 

MC - 0,033 ql2 - 0,050 Pl - 0,089 Pl - 0,125 Pl - 0,022 ql2 

B (max) 1,200 ql 1,300 P 2,533 P 3,750 P 0,626 ql 

Q1B (min) - 0,617 ql - 0,675 P - 1,311 P - 1,937 P - 0,323 ql  

Q2B (max) 0,583 ql 0,625 P 1,222 P 1,813 P 0,303 ql 
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B¶ng 2.5.4 (tiÕp) 

1 2 3 4 5 6 7 

MB (max) 0,017 ql2 0,025 Pl 0,044 Pl 0,063 Pl 0,011 ql2 

MC - 0,067 ql2 - 0,100 Pl - 0,178 Pl - 0,250 Pl - 0,042 ql2 

Q1B (max) 0,017 ql 0,025 P 0,044 P 0,063 P 0,011 ql 
 

Q2B (min) - 0,083 ql - 0,125 P - 0,222 P - 0,313 P - 0,053 ql 

DÇm bèn nhÞp 

M11 0,077 ql2 0,170 Pl 0,238 Pl 0,295 Pl 0,052 ql2 

M12 – – 0,143 Pl 0,299 Pl – 

M13 – – – 0,074 Pl – 

M21 0,037 ql2 0,116 Pl 0,079 Pl 0,007 Pl 0,028 ql2 

M22 – – 0,111 Pl 0,165 Pl – 

M23 – – – 0,074 Pl – 

MB - 0,107 ql2 - 0,161 Pl - 0,286 Pl - 0,402 Pl - 0,067 ql2 

MC - 0,071 ql2 - 0,107 Pl - 0,190 Pl - 0,268 Pl - 0,045 ql2 

A = Q1A 0,393 ql 0,339 P 0,714 P 1,098 P 0,183 ql 

B 1,143 ql 1,214 P 2,381 P 3,536 P 0,590 ql 

C 0,929  ql 0,892 P 1,810 P 2,732 P 0,455 ql 

Q1B - 0,607 ql - 0,661 P - 1,286 P - 1,902 P - 0,317 ql 

Q2B 0,536 ql 0,554 P 1,095 P 1,634 P 0,273 ql 

 

Q2C - 0,464 ql - 0,446 P - 0,905 P - 1,366 P - 0,228 ql 
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B¶ng 2.5.4 (tiÕp) 
 

1 2 3 4 5 6 7 

M11 (max) 0,100 ql2 0,210 Pl 0,286 Pl 0,325 Pl 0,067 ql2 

M12 (max) – – 0,238 Pl 0,400 Pl – 

M13 (max) – – – 0,224 Pl – 

M21 (min) – - 0,067 Pl - 0,127 Pl - 0,184 Pl - 0,028 ql2 

M22 (min) – – - 0,111 Pl - 0,167 Pl – 

M23 (min) – – – - 0,151 Pl – 

MB - 0,054 ql2 - 0,080  Pl - 0,143 Pl - 0,201 Pl - 0,034 ql2 

MC - 0,036 ql2 - 0,054 Pl - 0,095 Pl - 0,134 Pl - 0,023 ql2 

 

A = Q1A (max) 0,446 ql 0,420 P 0,857 P 1,299 P 0,217 ql 

M11 (min) – - 0,040 Pl - 0,048 Pl - 0,050 Pl - 0,015 ql2 

M12 (min) – – - 0,095 Pl - 0,100 Pl – 

M13 (min) – – – - 0,151 Pl – 

M21 (max) 0,080 ql2 0,183 Pl 0,206 Pl 0,191 Pl 0,056 ql2 

M22 (max) – – 0,222 Pl 0,333 Pl – 

M23 (max) – – – 0,224 Pl – 

MB - 0,054 ql2 - 0,080 Pl - 0,143 Pl - 0,201 Pl - 0,034 ql2 

MC - 0,036 ql2 - 0,054 Pl - 0,095 Pl - 0,134 Pl - 0,023 ql2 

 

A = Q1A (min) - 0,054 ql2 - 0,080 P - 0,143 P - 0,201 P - 0,034 ql 
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B¶ng 2.5.4 (tiÕp) 

1 2 3 4 5 6 7 

MB (min) - 0,121 ql2 - 0,181 Pl - 0,321 Pl - 0,452 Pl -0,076 ql2 

MC - 0,018 ql2 - 0,027 Pl - 0,048 Pl - 0,067 Pl -0,012 ql2 

MD - 0,058 ql2 - 0,087 Pl - 0,155 Pl - 0,218 Pl -0,036 ql2 

B (max) 1,223 ql 1,335 P 2,595 P 3,837 P 0,639 ql 

Q1B (min) - 0,621 ql - 0,681 P - 1,324 P - 1,952 P -0,326 ql 
 

Q2B (max) 0,603 ql 0,654 P 1,274 P 1,885 P 0,314 ql 

MB (max) 0,043 ql2 0,020 Pl 0,036 Pl 0,050 Pl 0,009 ql2 

MC - 0,054 ql2 - 0,080 Pl - 0,143 Pl - 0,201 Pl - 0,033 ql2 

MD - 0,049 ql2 - 0,074 Pl - 0,131 Pl - 0,184 Pl - 0,031 ql2 

B (min) - 0,080 ql - 0,121 P - 0,214 P - 0,301 P 0,050 ql 

Q1B (max) 0,013 ql 0,020 P 0,036 P 0,050 P 0,009 ql 
 

Q2B (min) - 0,067 ql - 0,100 P - 0,178 P - 0,251 P - 0,041 ql 

MB - 0,036 ql2 - 0,054 Pl - 0,095 Pl - 0,134 Pl - 0,023 ql2 

MC (min) - 0,107 ql2 - 0,161 Pl - 0,286 Pl - 0,402 Pl - 0,067 ql2 

C (max) 1,143 ql 1,214 P 2,381 P 3,536 P 0,589 ql 
 

Q2C (min) - 0,571 ql - 0,607 P - 1,191 P - 1,768 P - 0,295 ql 

MB - 0,071 ql2 - 0,107 Pl - 0,190 Pl - 0,268 Pl - 0,050 ql2 

MC (max) 0,036 ql2 0,054 Pl 0,095 Pl 0,134 Pl 0,022 ql2 

C (min) - 0,214 ql - 0,321 P - 0,571 P - 0,804 P - 0,134 ql 
 

Q2C (max) 0,107 ql 0,161 P 0,286 P 0,402 P 0,067 ql 
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B¶ng 2.5.4 (tiÕp) 

1 2 3 4 5 6 7 

DÇm n¨m nhÞp 

M11 0,078 ql2 0,171 Pl 0,240 Pl 0,276 Pl 0,053 ql2 

M12 – – 0,146 Pl 0,303 Pl – 

M13 – – – 0,079 Pl – 

M21 0,33 ql2 0,112 Pl 0,076 Pl 0,005 Pl 0,062 ql2 

M22 – – 0,099 Pl 0,155 Pl – 

M23 – – – 0,054 Pl – 

M31 0,046 ql2 0,132 Pl 0,123 Pl 0,079 Pl 0,034 ql2 

M32 – – 0,123 Pl 0,204 Pl – 

MB - 0,105 ql2 - 0,158 Pl - 0,281 Pl - 0,395 Pl - 0,066 ql2 

MC - 0,079 ql2 - 0,118 Pl - 0,211 Pl - 0,296 Pl - 0,050 ql2 

A = Q1A 0,395 ql 0,342 P 0,719 P 1,105 P 0,185 ql 

B 1,132 ql 1,198 P 2,351 P 3,494 P 0,582 ql 

C 0,974 ql 0,960 P 1,930 P 2,901 P 0,484 ql 

Q1B - 0,605 ql - 0,658 P - 1,281 P - 1,895 P - 0,316 ql 

Q2B 0,526 ql 0,540 P 1,070 P 1,599 P 0,266 ql 

Q2C - 0,474 ql - 0,460 P - 0,930 P -1,401 P - 0,234 ql 

 

Q3C 0,500 ql 0,500 P 1,000 P 1,500 P 0,250 ql 
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B¶ng 2.5.4 (tiÕp) 

1 2 3 4 5 6 7 

M11 max 0,100 ql2 0,211 Pl 0,287 Pl 0,326 Pl 0,068 ql2 

M12 max – – 0,240 Pl 0,401 Pl – 

M13 max – – – 0,227 Pl – 

M21 min – - 0,069 Pl - 0,129 Pl - 0,185 Pl - 0,029 ql2 

M22 min – – - 0,117 Pl - 0,173 Pl – 

M23 min – – – - 0,160 Pl – 

M31 max 0,086 ql2 0,191 Pl 0,228 Pl 0,227 Pl 0,059 ql2 

M32 max – – 0,228 Pl 0,352 Pl – 

MB - 0,053 ql2 - 0,079 Pl - 0,140 Pl - 0,197 Pl - 0,033 ql2 

MC -0,039 ql2 - 0,059 Pl - 0,105 Pl - 0,148 Pl - 0,025 ql2 

 

A = Q1A (max) 0,447 ql 0,421 P 0,860 P 1,303 P 0,217 ql 

M11 min – - 0,039 Pl - 0,047 Pl - 0,050 Pl - 0,015 ql2 

M12 min – – - 0,094 Pl - 0,099 Pl – 

M13 min – – – - 0,148 Pl – 

M21 (max) 0,079 ql2 0,181 Pl 0,205 Pl 0,190 Pl 0,055 ql2 

M22 (max) – – 0,216 Pl 0,327 Pl – 

M23 (max) – – – 0,215 Pl – 

M31 (min) – - 0,059 Pl - 0,105 Pl - 0,148 Pl - 0,025 ql 

M32 (min) – – - 0,105 Pl - 0,148 Pl – 

MB - 0,053 ql2 - 0,079 Pl - 0,140 Pl - 0,198 Pl - 0,033 ql2 

MC - 0,039 ql2 - 0,059 Pl - 0,105 Pl - 0,148 Pl - 0,025 ql2 

 

A = Q1A (min) - 0,053 ql - 0,079 P 0,140 P - 0,198 Pl - 0,033 ql 
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B¶ng 2.5.4 (tiÕp) 
 

1 2 3 4 5 6 7 

MB (min) - 0,120 ql2 - 0,179 Pl - 0,319 Pl - 0,449 Pl - 0,075 ql2 

MC - 0,022 ql2 - 0,032 Pl - 0,057 Pl - 0,081 Pl - 0,014 ql2 

MD - 0,044 ql2 - 0,066 Pl - 0,118 Pl - 0,166 Pl - 0,027 ql2 

ME - 0,051 ql2 - 0,077 Pl - 0,137 Pl - 0,193 Pl - 0,032 ql2 

B (max) 1,218 ql 1,327 P 2,581 P 3,816 P 0,636 ql 

Q1B (min) - 0,620 ql - 0,679 P - 1,319 P - 1,949 P - 0,325 ql 

 

Q2B (max) 0,598 ql 0,647 P 1,262 P 1,867 P 0,311 ql 

MB - 0,035 ql2 - 0,052 Pl - 0,093 Pl - 0,130 Pl - 0,022 ql2 

MC (min) - 0,111 ql2 - 0,167 Pl - 0,297 Pl - 0,417 Pl - 0,070 ql2 

MD - 0,020 ql2 - 0,031 Pl - 0,054 Pl - 0,076 Pl - 0,013 ql2 

ME - 0,057 ql2 - 0,086 Pl - 0,153 Pl - 0,215 Pl - 0,036 ql2 

C (max) 0,167 ql - 1,251 P 2,447 P 3,628 P 0,605 ql 

Q2C (min) - 0,576 ql - 0,615 P - 1,204 P - 1,787 P - 0,298 ql 

 

Q3C (max) 0,591 ql 0,636 P 1,242 P 1,841 P - 0,307 ql 
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B¶ng 2.5.4 (tiÕp) 
 

1 2 3 4 5 6 7 

MB (max) - 0,044 ql2 0,022 Pl 0,038 Pl 0,054 Pl 0,009 ql2 

MC - 0,057 ql2 - 0,086 Pl - 0,153 Pl - 0,215 Pl - 0,036 ql2 

MD - 0,035 ql2 - 0,052 Pl - 0,093 Pl - 0,130 Pl - 0,022 ql2 

ME - 0,054 ql2 - 0,081 Pl - 0,144 Pl - 0,202 Pl - 0,034 ql2 

B (min) - 0,086 ql - 0,129 P - 0,230 P - 0,323 P - 0,054 ql 

Q1B (max) 0,014 ql 0,022 P 0,038 P 0,054 P 0,009 ql 

 

Q2B (min) - 0,072 ql - 0,108 P - 0,191 P - 0,269 P - 0,045 ql 

MB - 0,071 ql2 - 0,106 Pl - 0,188 Pl - 0,265 Pl - 0,044 ql2 

MC (max) 0,032 ql2 0,048 Pl 0,086 Pl 0,121 Pl 0,020 ql2 

MD - 0,059 ql2 - 0,088 Pl - 1,156 Pl - 0,220 Pl - 0,037 ql2 

ME - 0,048 ql2 - 0,072 Pl - 0,128 Pl - 0,179 Pl - 0,030 ql2 

C (min) - 0,194 ql - 0,291 P - 0,517 P - 0,727 P - 0,120 ql 

Q2C (max) 0,103 ql 0,154 P 0,274 P 0,386 P 0,064 ql 

 

Q3C (min) - 0,091 ql - 0,136 P - 0,242 P - 0,341 P - 0,057 ql 
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B¶ng 2.5.5: M«men uèn trong dÇm liªn tôc cã ®é dµi nhÞp nh nhau do gèi tùa lón 

M«men gèi tùa ®îc tÝnh theo c«ng thøc  

  
2

EJ
M k

I
= ∆  

trong ®ã: 
k - hÖ sè lÊy trong b¶ng; 

∆ - ®é lón cña gèi tùa. 
 

Lón t¹i gèi tùa 
S¬ ®å dÇm M«men gèi 

A B C D E F 

 
MB - 1,5000 3,0000 - 1,5000 – – – 

MB - 1,6000 3,6000 - 2,400 0,4000 – – 

 MC 0,4000 - 2,4000 3,6000 - 1,6000 – – 

MB - 1,6072 3,6429 - 2,5714 0,6429 - 0,1072 – 

MC 0,4286 - 2,5714 4,2857 - 2,5714 0,4286 – 

 MD - 0,1072 0,6429 - 2,5714 3,6429 - 1,6072 – 

MB - 1,6075 3,6453 - 2,5826 0,6882 - 0,1721 0,0287 

MC 0,4306 - 2,5836 4,3346 - 2,7558 0,6890 - 0,1148 

MD - 0,1148 0,6890 - 2,7558 4,3346 - 2,5836 0,4306  
ME 0,0287 - 0,1721 0,6882 - 2,5826 3,6453 - 1,6075 
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B¶ng 2.5.6: Tung ®é c¸c ®êng ¶nh hëng m«men uèn vµ lùc c¾t trong dÇm liªn tôc cã ®é dµi nhÞp nh nhau 
 

1. DÇm hai nhÞp 
 

 
 

Tung ®é ®ah M t¹i c¸c mÆt c¾t (nh©n víi l) Thø tù  
tung ®é 1 2 3 4 5 6 

Tung ®é 

®ah Q0 

0 0 0 0 0 0 0 1,0000 

1 0,1323 0,0976 0,0632 0,0285 -0,0060 -0,0405 0,7928 

2 0,0988 0,1976 0,1298 0,0619 -0,0061 -0,0740 0,5927 

3 0,0677 0,1354 0,2031 0,1041 0,0051 -0,0938 0,4062 

4 0,0402 0,0803 0,1205 0,1606 0,0340 -0,0926 0,2407 

5 0,0172 0,0343 0,0516 0,0687 0,0860 -0,0636 0,1031 

6 0 0 0 0 0 0 0 

7 -0,0106 -0,0212 -0,0348 -0,0424 -0,0530 -0,0636 -0,0636 

8 -0,0154 -0,0309 -0,0463 -0,0617 -0,0772 -0,0926 -0,0926 

9 -0,0156 -0,0313 -0,0469 -0,0626 -0,0782 -0,0938 -0,0938 

10 -0,0123 -0,0247 -0,0370 -0,0494 -0,0617 -0,0740 -0,0740 

11 -0,0068 -0,0135 -0,0203 -0,0270 -0,0333 -0,0405 -0,0405 

12 0 0 0 0 0 0 0 
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B¶ng 2.5.6 (tiÕp) 

2. DÇm ba nhÞp 
 

 
 

Tung ®é ®ah M t¹i c¸c mÆt c¾t (nh©n víi l) Tung ®é ®ah Q Thø tù  
tung ®é 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Q0 Q6 ph¶i 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1,0000 0 
1 0,1318 0,0967 0,0618 0,0267 -0,0083 -0,0432 -0,0342 -0,0252 -0,0162 0,7901 0,0540 
2 0,0980 0,1960 0,1273 0,0585 -0,0102 -0,0790 -0,0625 -0,0461 -0,0296 0,5877 0,0987 
3 0,0667 0,1333 0,2000 0,1000 0 -0,1000 -0,0792 -0,0583 -0,0375 0,4000 0,1250 
4 0,0391 0,0782 0,1174 0,1565 0,0289 -0,0987 -0,0782 -0,0576 -0,0370 0,2346 0,1234 
5 0,0165 0,0329 0,0495 0,0659 0,0826 -0,0677 -0,0536 -0,0395 -0,0254 0,0990 0,0846 

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, 0000 *

1, 0000
 

7 0,0095 -0,0190 -0,0285 -0,0379 -0,0474 -0,0569 -0,0872 0,0644 0,0418 -0,0569 0,8639 
8 -0,0132 -0,0263 -0,0395 -0,0526 -0,0658 -0,0789 0,0364 0,1516 0,1002 -0,0789 0,6913 
9 -0,0125 -0,0250 -0,0375 -0,0500 -0,0625 -0,0750 -0,0083 0,0917 0,1750 -0,0750 0,5000 
10 -0,0090 -0,0181 -0,0271 -0,0362 -0,0452 -0,0543 -0,0028 0,0487 0,1002 -0,0543 0,3087 
11 -0,0044 -0,0088 -0,0131 -0,0175 -0,0219 -0,0263 -0,0036 0,0191 0,0418 -0,0263 0,1361 
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
13 0,0028 0,0057 0,0085 0,0113 0,0141 0,0169 0,0028 -0,0113 -0,0254 0,0169 -0,0846 
14 0,0041 0,0082 0,0123 0,0165 0,0206 0,0247 0,0041 -0,0165 -0,0370 0,0247 -0,1234 
15 0,0042 0,0083 0,0125 0,0167 0,0208 0,0250 0,0042 -0,0167 -0,0375 0,0250 -0,1250 
16 0,0033 0,0066 0,0099 0,0132 0,0165 0,0197 0,0033 -0,0132 -0,0296 0,0197 -0,0987 
17 0,0018 0,0036 0,0054 0,0072 0,0090 0,0108 0,0018 -0,0072 -0,0162 0,0108 -0,0540 
18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

                 * T¹i mÆt c¾t nµy Q cã hai gi¸ trÞ (ghi díi d¹ng ph©n sè) 
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B¶ng 2.5.6 (tiÕp) 
3. DÇm bèn nhÞp 

 
 

Tung ®é ®ah M t¹i c¸c mÆt c¾t (nh©n víi l) Tung ®é ®ah Q Thø tù  
tung ®é 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Q0 Q6 ph¶i 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1,0000  0 
1 0,1318 0,0966 0,0617 0,0266 -0,0084 -0,0434 -0,0343 -0,0251 -0,0159 -0,0068 0,0024 0,0116 0,7899 0,0550 
2 0,0979 0,1958 0,1271 0,0582 -0,0106 -0,0793 -0,0626 -0,0459 -0,0291 -0,0124 0,0044 0,0212 0,5874 0,1005 
3 0,0666 0,1332 0,1998 0,0997 -0,0004 -0,1004 -0,0792 -0,0580 -0,0368 -0,0156 0,0056 0,0268 0,3996 0,1272 
4 0,0391 0,0781 0,1172 0,1562 -0,0285 -0,0992 -0,0782 -0,0573 -0,0364 -0,0154 0,0055 0,0265 0,2341 0,1257 
5 0,0164 0,0328 0,0494 0,0657 -0,0823 -0,0681 -0,0537 -0,0393 -0,0249 -0,0106 0,0038 0,0182 0,0986 0,0863 
6 0 0 

 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, 0000 *

1, 0000
 

7 -0,0094 -0,0188 -0,0288 -0,0377 -0,0471 -0,0565 0,0872 0,0640 0,0411 0,0179 -0,0051 -0,0284 -0,0565 0,8617 
8 -0,0130 -0,0260 -0,0390 -0,0520 -0,0650 -0,0780 -0,0365 0,1509 0,0987 0,0464 -0,0059 -0,0582 -0,0780 0,6865 
9 -0,0123 -0,0246 -0,0369 -0,0491 -0,0614 -0,0737 -0,0085 0,0907 0,1730 0,0885 0,0041 -0,0804 -0,0737 0,4933 

10 -0,0088 -0,0176 -0,0265 -0,0353 -0,0441 -0,0529 -0,0026 0,0477 0,0981 0,1483 0,0318 -0,0846 -0,0529 0,3016 
11 -0,0042 -0,0084 -0,0127 -0,0169 -0,0211 -0,0253 -0,0035 0,0183 0,0403 0,0620 0,0340 -0,0610 -0,0253 0,1310 
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
13 0,0026 0,0051 0,0077 0,0102 0,0128 0,0153 0,0026 -0,0101 -0,0229 -0,0356 -0,0483 -0,0610 0,0153 -0,0763 
14 0,0035 0,0071 0,0106 0,0141 0,0177 0,0212 0,0036 -0,0141 -0,0317 -0,0493 -0,0670 -0,0846 0,0212 -0,1058 
15 0,0034 0,0067 0,0101 0,0134 0,0168 0,0201 0,0034 -0,0134 -0,0302 -0,0469 -0,0630 -0,0804 0,0201 -0,1005 
16 0,0024 0,0049 0,0073 0,0097 0,0121 0,0145 0,0024 -0,0097 -0,0218 -0,0339 -0,0461 -0,0582 0,0145 -0,0727 
17 0,0012 0,0024 0,0035 0,0047 0,0059 0,0070 0,0012 -0,0047 -0,0106 -0,0164 -0,0223 -0,0281 0,0070 -0,0351 
18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
19 -0,0008 -0,0015 -0,0023 -0,0030 -0,0038 -0,0045 -0,0008 0,0030 0,0068 0,0106 0,0144 0,0182 -0,0045 0,0227 
20 -0,0011 -0,0022 -0,0033 -0,0044 -0,0055 -0,0066 -0,0011 0,0044 0,0999 0,0154 0,0209 0,0265 -0,0066 0,0331 
21 -0,0011 -0,0022 -0,0034 -0,0045 -0,0056 -0,0067 -0,0011 0,0045 0,0101 0,0156 0,0212 0,0268 -0,0067 0,0335 
22 -0,0009 -0,0018 -0,0026 -0,0035 -0,0044 -0,0053 -0,0009 0,0035 0,0079 0,0123 0,0168 0,0212 -0,0058 0,0265 
23 -0,0005 -0,0010 -0,0015 -0,0019 -0,0024 -0,0029 -0,0005 0,0019 0,0043 0,0068 0,0092 0,0116 -0,0029 0,0145 
24 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

                 * T¹i mÆt c¾t nµy Q cã hai gi¸ trÞ (ghi díi d¹ng ph©n sè)  
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B¶ng 2.6.1: TÝnh tÊm ch÷ nhËt chÞu t¶i ph©n bè h×nh tam gi¸c  

y

x

a
2

a

b
2
b

 

Trêng hîp 1: TÊm tùa tù do t¹i c¸c c¹nh, chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu 
µ = 0,25 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a
 §¹i lîng tÝnh vµ  

täa ®é cña ®iÓm tÝnh 
1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 3 4 5 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

§é vâng w ë c¸c ®iÓm                 

x = 0; y = 0 0,0457 0,0546 0,0635 0,0718 0,0793 0,0868 0,0934 0,0991 0,1047 0,1096 0,1139 0,1376 0,1442 0,1459 0,1465 
3

Eh

4pa
 

x = 0; by =
4

 0,0329 0,0396 0,0464 0,0527 0,0587 0,0644 0,0698 0,0748 0,0792 0,0839 0,0869 0,1156 0,1301 0,1452 0,1465 
3

Eh

4pa
 

;ax =
4

 b = 0 0,0329 0,0395 0,0457 0,0516 0,0571 0,0622 0,0669 0,0710 0,0749 0,0783 0,0814 0,0981 0,1028 0,1040 0,1044 
3

Eh

4pa
 

M« men uèn My                 

x = 0; y = 0 0,0460 0,0535 0,0609 0,0677 0,0738 0,0798 0,0849 0,0896 0,0938 0,0975 0,1008 0,1186 0,1234 0,1246 0,1250 pa2 

x = 0; by =
4

 0,0340 0,0399 0,0456 0,0508 0,0557 0,0606 0,0650 0,0692 0,0726 0,0763 0,0795 0,1016 0,1128 0,1187 0,1250 pa2 

;ax =
4

 y = 0 0,0378 0,0432 0,0484 0,0532 0,0577 0,0617 0,0654 0,0687 0,0717 0,0743 0,0766 0,0892 0,0296 0,0935 0,0937 pa2 

M« men uèn Mz                 

x = 0; y = 0 0,0460 0,0472 0,0475 0,0474 0,0472 0,0462 0,0454 0,0444 0,0436 0,0425 0,0415 0,0345 0,0322 0,0315 0,0312 pa2 

x = 0; by =
4

 0,0378 0,0395 0,0403 0,0411 0,0417 0,0420 0,0421 0,0422 0,0423 0,0420 0,0419 0,0392 0,0365 0,0344 0,0312 pa2 

;ax =
4

 b = 0 0,0340 0,0347 0,0349 0,0349 0,0345 0,0340 0,0334 0,0328 0,0321 0,0314 0,0307 0,0259 0,0242 0,0236 0,0234 pa2 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a
 §¹i lîng tÝnh vµ  

täa ®é cña ®iÓm tÝnh 
1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 3 4 5 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

Lùc ngang
zxV                  

;ax =
2

 y = 0 0,338 0,360 0,380 0,397 0,411 0,424 0,435 0,444 0,452 0,459 0,465 0,493 0,498 0,500 0,500 pa 

;a bx = y =
2 2

 0,281 0,302 0,320 0,336 0,350 0,363 0,376 0,386 0,395 0,404 0,412 0,461 0,482 0,492 0,500 pa 

Lùc ngang
zyV                  

; bx = 0 y =
2

 0,338 0,315 0,294 0,275 0,258 0,242 0,228 0,216 0,205 0,194 0,185 0,124 0,093 0,074 – pb 

;a bx = y =
4 2

 0,281 0,261 0,243 0,227 0,213 0,200 0,188 0,178 0,168 0,160 0,152 0,102 0,076 0,061 – pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Qx                 

;ax =
2

 y = 0 0,426 0,445 0,460 0,473 0,483 0,490 0,495 0,500 0,502 0,505 0,506 0,506 0,502 0,501 0,500 pa 

;a bx = y =
2 4

 0,360 0,380 0,396 0,410 0,423 0,433 0,442 0,450 0,457 0,463 0,468 0,496 0,503 0,505 0,500 pa 

Ph¶n lùc gèi tùa Qy                 

; bx = 0 y =
2

 0,426 0,405 0,383 0,363 0,343 0,325 0,308 0,292 0,278 0,265 0,252 0,170 0,127 0,102 – pb 

;a bx = y =
4 2

 0,360 0,339 0,320 0,301 0,284 0,269 0,255 0,241 0,229 0,218 0,290 0,140 0,105 0,084 – pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Q0 -0,070 -0.069 -0.068 -0.066 -0.064 -0.061 -0.059 -0.056 -0.054 -0.052 -0.049 -0.034 -0.025 -0.020 – pab 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 
 

b
2

b

a

2
a

x

y

 

Trêng hîp 2: TÊm tùa tù do t¹i 3 c¹nh, 1 c¹nh ngµm, chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu 

µ = 0,25 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
a

b
 Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 

a

b
 §¹i lîng tÝnh vµ  

täa ®é cña ®iÓm tÝnh 
0 1:2 1:1,5 1,4 1:1,3 1:1,2 1:1,1 1,0 

Thõa  
sè  

phô 
1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 2 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

§é vâng w ë t©m                  

;a ax = y =
2 2

 0,059 0,054 0,048 0,045 0,043 0,039 0,036 0,031 
3

Eh

4pa
 0,040 0,048 0,056 0,065 0,072 0,104 0,146 

3
Eh

4pb
 

M« men uèn My                  

x = 0; y = 0 0,062 0,059 0,054 0,051 0,049 0,046 0,042 0,038 pa2 0,041 0,042 0,043 0,044 0,045 0,042 0,031 pb2 

;ax =
2

 y = 0 - 0,125 - 0,122 - 0,111 - 0,108 - 0,103 - 0,098 - 0,091 - 0,084 pa2 - 0,092 - 0,098 - 0,104 - 0,109 - 0,112 - 0,122 - 0,512 pb2 

M« men uèn Mz                  

x = 0; y = 0 0,016 0,020 0,026 0,028 0,029 0,030 0,031 0,032 pa2 0,040 0,047 0,055 0,061 0,068 0,093 0,125 pb2 

;ax =
2

 y = 0 - 0,031 - 0,031 - 0,028 - 0,027 - 0,026 - 0,024 - 0,023 - 0,021 pa2 - 0,023 - 0,025 - 0,026 - 0,027 - 0,028 - 0,031 - 0,031 pb2 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
a

b
 Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 

a

b
 §¹i lîng tÝnh vµ  

täa ®é cña ®iÓm tÝnh 
0 1:2 1:1,5 1,4 1:1,3 1:1,2 1:1,1 1,0 

Thõa  
sè  

phô 
1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 2 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

Lùc ngang
zxV                   

;ax = -
2

 y = 0 0,375 0,371 0,361 0,355 0,348 0,340 0,328 0,313 pa 0,297 0,282 0,266 0,252 0,238 0,184 – pa 

;ax =
2

 y = 0 0,625 0,644 0,633 0,628 0,622 0,612 0,598 0,581 pa 0,558 0,536 0,510 0,486 0,463 0,365 – pa 

Lùc ngang
zyV                   

; ;bx = 0 y =
2

 0 0,140 0,188 0,202 0,218 0,236 0,258 0,282 pb 0,308 0,331 0,353 0,372 0,389 0,448 0,500 pb 

;a bx = y =
2 2

 0 - 0,194 - 0,216 - 0,273 - 0,299 - 0,320 - 0,345 - 0,371 pb - 0,396 - 0,417 - 0,434 0,451 - 0,460 - 0,489 - 0,500 pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Qx                  

;ax = -
2

 y = 0 0,375 0,398 0,400 0,400 0,399 0,397 0,391 0,383 pa 0,371 0,358 0,344 0,329 0,315 0,250 – pa 

;ax =
2

 y = 0 0,625 0,644 0,633 0,628 0,622 0,612 0,598 0,581 pa 0,558 0,536 0,510 0,486 0,463 0,365 – pa 

Ph¶n lùc gèi tùa Qy                  

; ;bx = 0 y =
2

 0 0,185 0,249 0,266 0,286 0,308 0,333 0,360 pb 0,376 0,391 0,404 0,417 0,434 0,466 0,500 pb 

;a bx = y =
2 2

 0 - 0,340 - 0,456 - 0,487 0,523 - 0,560 - 0,603 - 0,650 pb - 0,692 - 0,729 - 0,760 - 0,789 - 0,804 - 0,856 0,875 pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Q0                  

;a bx = - y =
2 2

 – - 0,034 - 0,042 - 0,046 - 0,050 - 0,052 - 0,055 - 0,057 pha - 0,058 - 0,060 - 0,059 - 0,059 - 0,057 - 0,049 – pha 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

x

a
2

a

b

2
b

 

Trêng hîp 3: TÊm cã 2 c¹nh tùa tù do vµ 2 c¹nh bÞ ngµm, chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu 
µ = 0,25 

 

a < b 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm b
a

 §¹i lîng tÝnh vµ  
täa ®é cña ®iÓm tÝnh 

∞ 2 1,5 1,4 1,3 1,2 1,1 1 

Thõa  
sè  

phô 

§é vâng w ë t©m          

x = 0; y = 0 0,0293 0,0293 0,0278 0,0270 0,0262 0,0250 0,0235 0,0220 
3

Eh

4pa  

M« men uèn My          
x = 0; y = 0 0,0417 0,0420 0,0403 - 0,0395 0,0383 0,0369 0,0349 0,0325 pa2 

± ax = ;
2

 y = 0 - 0,0833 - 0,0842 - 0,0829 - 0,0808 - 0,0793 - 0,0770 - 0,0739 - 0,0698 pa2 

M« men uèn Mx          
x = 0; y = 0 0,0104 0,0121 0,0152 0,0170 0,0184 0,0199 0,0214 0,0230 pa 2 

Lùc ngang
zxV           

ax = ;
2

 y = 0 0,500 0,511 0,524 0,525 0,527 0,526 0,523 0,516 pa 

Lùc ngang
zyV           

x = 0; by =
2

 0 0,119 0,160 0,171 0,185 0,202 0,221 0,214 pb 

ax = ;
2

by =
2

 0 - 0,164 - 0,219 - 0,235 - 0,253 - 0,275 - 0,299 - 0,327 pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Qy          

bx = 0; y = ;
2

 0 0,156 0,209 0,224 0,242 0,263 0,287 0,315 pb 

a bx = ; y =
2 2

 0 - 0,287 - 0,384 - 0,411 - 0,444 - 0,480 - 0,523 - 0,571 pb 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

x

a
2

a

b

2
b

 

Trêng hîp 4: TÊm cã hai c¹nh tùa tù do vµ hai c¹nh bÞ ngµm, chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu 
µ = 0,25 

a > b 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm a
b

 §¹i lîng tÝnh vµ  
täa ®é cña ®iÓm tÝnh 

1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 3 4 5 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

§é vâng w ë t©m 0,0220 0,0284 0,0359 0,0438 0,0519 0,0599 0,0647 0,0752 0,0823 0,0889 0,1017 0,1314 0,1425 0,1455 0,1465 
3

Eh

4pa
 

M« men uèn My ë t©m 0,0325 0,0359 0,0387 0,0409 0,0425 0,0435 0,0441 0,.0443 0,0442 0,0439 0,0434 0,0365 0,0329 0,0324 0,0312 pb2 

M« men uèn Mx ë t©m 0,0230 0,0293 0,0361 0,0431 0,0501 0,0569 0,0635 0,0697 0,0755 0,0808 0,0857 0,1139 0,1221 0,1243 0,1250 pb2 

M« men uèn My  
ë t©m gèi tùa 

-0,0698 -0,0788 -0,868 -0,0938 -0,0998 -0,1049 -0,1090 -0,1124 -0,1152 -0,1173 -0,1191 -0,1246 -0,1250 -0,1250 -0,1250 pb2 

Lùc ngang Vxz                 

;ax =
2

 y = 0 0,516 0,506 0,492 0,477 0,461 0,444 0,426 0,409 0,392 0,376 0,360 0,247 0,188 0,148 – pa 

Lùc ngang Vyz                 

x = 0; by =
2

 0,244 0,270 0,0294 0,318 0,0339 0,359 0,378 0,394 0,408 0,421 0,432 0,485 0,497 0,499 0,500 pb 

;ax =
2

 by =
2

 -0,327 -0,355 -0,380 -0,402 -0,421 -0,437 -0,450 -0,461 -0,469 -0,476 -0,481 -0,499 -0,500 -0,500 -0,500 pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Qy                 

x = 0; by =
2

 0,315 0,344 0,370 0,394 0,415 0,433 0,449 0,461 0,472 0,480 0,487 0,506 0,505 0,501 0,500 pb 

;ax =
2

 by =
2

 -0,571 -0,621 -0,665 -0,703 -0,736 -0,764 -0,787 -0,806 -0,821 -0,833 -0,842 -0,873 -0,875 -0,875 -0,875 pb 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

b
2

b

a

2
a

x

 

Trêng hîp 5: TÊm cã tÊt c¶ c¸c c¹nh ngµm, chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu 
µ = 0,25 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a
 §¹i lîng tÝnh vµ  

täa ®é cña ®iÓm tÝnh 
1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 

Thõa  
sè  

phô 

§é vâng w ë ®iÓm        

x = 0; y = 0 0,0143 0,170 0,0200 0,0216 0,0234 0,0248 
3

Eh

4pa
 

M« men uèn My        

x = 0; y = 0 0,0220 0,0258 0,0293 0,0321 0,0344 0,0363 pa2 

;ax =
2

 y = 0 - 0,0517 - 0,0554 - 0,0612 - 0,0668 - 0,0714 - 0,0753 pa2 

M« men uèn Mx        

x = 0; y = 0 0,0220 0,0223 0,0219 0,0210 0,0199 0,0187 pa2 

x = 0; by =
2

 - 0,0517 - 0,0491 - 0,0504 - 0,0508 - 0,0511 - 0,051 pa2 

Lùc ngang Vxz        

;ax =
2

 y = 0 0,452 0,448 0,471 0,491 0,505 0,517 pa 

Lùc ngang Vyz        

x = 0; by =
2

 0,452 0,412 0,381 0,352 0,327 0,305 pb 

www.vn
co

ld.
vn



 

B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

b
2

b

a

2
a

x

 

Trêng hîp 6: TÊm tùa tù do t¹i 3 c¹nh, chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu 
µ = 0,25 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
a

b
 §¹i lîng tÝnh vµ  

täa ®é cña ®iÓm tÝnh 
1:2 1:1,5 1:1,4 1:1,3 1:1,2 1:1,1 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 2 3 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

§é vâng w ë ®iÓm                 

x = 0; y = 0 0,0414 0,0598 0,0646 0,0699 0,0756 0,0820 0,0885 0,0951 0,1010 0,1061 0,1107 0,1148 0,1293 0,1417 0,1465 
3

Eh

4pb
 

;ax = -
2

 y = 0 0,0735 0,1040 0,1106 0,1176 0,1249 0,1326 0,1390 0,1451 0,1498 0,1534 0,1563 0,1585 0,1636 0,1652 0,1653 
3

Eh

4pb
 

M« men uèn Mx                 

x = 0; y = 0 0,0370 0,0536 0,0578 0,0625 0,0675 0,0731 0,0787 0,0842 0,0892 0,0935 0,0973 0,1006 0,1121 0,1215 0,1250 pb2 

;ax = -
2

 y = 0 0,0589 0,0819 0,373 0,0930 0,0992 0,1054 0,1106 0,1157 0,1196 0,1225 0,1249 0,1267 0,1309 0,1322 0,1322 pb2 

M« men uèn My                 

x = 0; y = 0 0,0218 0,0286 0,0306 0,0322 0,0336 0,0350 0,0362 0,0373 0,0376 0,0378 0,0378 0,0377 0,0361 0,0330 0,0312 pb2 

Lùc ngang 
zxV                  

;ax =
2

 y = 0 0,300 0,336 0,343 0,349 0,354 0,359 0,362 0,365 0,367 0,368 0,369 0,370 0,371 0,371 0,371 pb 

;ax = -
2

 y = 0 0,088 0,088 0,087 0,085 0,083 0,080 0,077 0,073 0,070 0,068 0,066 0,064 0,059 0,057 0,057 pb 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
a

b
 §¹i lîng tÝnh vµ  

täa ®é cña ®iÓm tÝnh 
1:2 1:1,5 1:1,4 1:1,3 1:1,2 1:1,1 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 2 3 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

Lùc ngang 
zyV                  

x = 0; by =
2

 0,249 0,312 0,327 0,343 0,360 0,378 0,396 0,412 0,426 0,437 0,447 0,455 0,480 0,496 0,500 
3

Eh

4pb
 

;ax = -
2

 by =
2

 0,237 0,296 0,310 0,325 0,340 0,356 0,369 0,381 0,391 0,399 0,405 0,409 0,420 0,423 0,423 pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Qx                 

;ax =
2

 y = 0 0,404 0,458 0,467 0,476 0,483 0,488 0,496 0,501 0,503 0,506 0,507 0,508 0,510 0,510 0,510 pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Qy                 

x = 0; by =
2

 0,338 0,384 0,395 0,405 0,416 0,427 0,438 0,448 0,456 0,463 0,469 0,473 0,488 0,498 0,500 pb 

;ax = -
2

 by =
2

 0,177 0,222 0,233 0,243 0,255 0,267 0,277 0,286 0,293 0,299 0,303 0,307 0,315 0,317 0,317 pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Q0                 

;ax =
2

 by =
2

 - 0,080 - 0,090 - 0,062 - 0,093 - 0,095 - 0,097 - 0,098 - 0,099 - 0,100 - 0,101 - 0,101 - 0,101 - 0,102 - 0,102 - 0,102 pb 

;ax = -
2

 by =
2

 0,061 0,062 0,061 0,059 0,058 0,056 0,054 0,052 0,050 0,049 0,047 0,046 0,043 0,042 0,042 pb 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

b
2

b

a

2
a

x

y

p

 

Trêng hîp 7: TÊm tùa tù do t¹i c¸c c¹nh, chÞu t¶i träng ph©n bè h×nh tam gi¸c 
µ = 0,25 

 
a > b 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm a
b

 §¹i lîng tÝnh vµ  
täa ®é cña ®iÓm tÝnh 

∞ 5 4 3 2 1,9 1,8 1,7 1,6 1,5 1,4 1,3 1,2 1,1 1 

Thõa  
sè  

phô 

§é vâng w ë ®iÓm                 

;ax = -
4

 y = 0 0,0366 0,0366 0,0366 0,0360 0,0325 0,0316 0,0304 0,0294 0,0280 0,0263 0,0245 0,0224 0,0201 0,0172 0,0147 
3

Eh

4pb
 

x = 0; y = 0 0,0732 0,0729 0,0721 0,0688 0,0569 0,0548 0,0523 0,0497 0,0467 0,0434 0,0397 0,0359 0,0317 0,0273 0,0228 
3

Eh

4pb
 

;ax =
10

 y = 0 0,0879 0,0875 0,0845 0,0709 0,0610 0,0583 0,0552 0,0521 0,0486 0,0449 0,0409 0,0366 0,0321 0,0276 0,0227 
3

Eh

4pb
 

;ax =
4

 y = 0 0,1099 0,1086 0,0935 0,0796 0,0553 0,0523 0,0488 0,0454 0,0418 0,0381 0,0342 0,0303 0,0263 0,0224 0,0182 
3

Eh

4pb
 

M« men uèn My                 

;ax = -
4

 y = 0 0,0078 0,0078 0,0078 0,0081 0,0094 0,0097 0,0102 0,0104 0,0108 0,0112 0,0116 0,0119 0,0122 0,0127 0,0126 pb2 

x = 0; y = 0 0,0156 0,0157 0,0161 0,0172 0,0207 0,0212 0,0218 0,0222 0,0227 0,0231 0,0236 0,0237 0,0238 0,0236 0,0230 pb2 

;ax =
10

 y = 0 0,0187 0,0193 0,0201 0,0223 0,0260 0,0264 0,0268 0,0271 0,0273 0,0275 0,0275 0,0274 0,0272 0,0265 0,0255 pb2 

;ax =
4

 y = 0 0,0234 0,0265 0,0286 0,0312 0,0325 0,0323 0,0321 0,0318 0,0314 0,0308 0,0301 0,0292 0,0281 0,0268 0,0252 pb2 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
a

b
 §¹i lîng tÝnh vµ  

täa ®é cña ®iÓm tÝnh 
∞ 5 4 3 2 1,9 1,8 1,7 1,6 1,5 1,4 1,3 1,2 1,1 1 

Thõa  
sè  

phô 

M« men uèn Mx                 

;ax = -
4

 y = 0 0,0312 0,0312 0,0312 0,0309 0,0282 0,0276 0,0267 0,0259 0,0249 0,0236 0,0221 0,0206 0,0188 0,0165 0,0144 pb2 

x = 0; y = 0 0,0625 0,0623 0,0617 0,0593 0,0504 0,0487 0,0469 0,0448 0,0424 0,0399 0,0369 0,0338 0,0304 0,0267 0,0230 pb2 

;ax =
10

 y = 0 0,0750 0,742 0,0726 0,0676 0,0547 0,0526 0,0502 0,0477 0,0449 0,0419 0,0386 0,0351 0,0313 0,0275 0,0235 pb2 

;ax =
4

 y = 0 0,0937 0,0875 0,0816 0,0708 0,0513 0,0487 0,0459 0,0432 0,0401 0,0369 0,0337 0,0303 0,0268 0,0234 0,0196 pb2 

Lùc ngang 
zxV                  

;ax = -
2

 y = 0 – 0,005 0,008 0,014 0,031 0,033 0,037 0,041 0,045 0,051 0,057 0,063 0,071 0,080 0,090 pb 

;ax = -
2

 by =
4

 – 0,004 0,006 0,010 0,023 0,025 0,028 0,031 0,034 0,038 0,043 0,048 0,054 0,061 0,069 pb 

;ax =
2

 y = 0 – 0,069 0,085 0,110 0,154 0,161 0,168 0,175 0,183 0,192 0,201 0,212 0,223 0,235 0,248 pb 

;ax =
2

 by =
4

 – 0,057 0,070 0,091 0,129 0,134 0,140 0,147 0,154 0,162 0,170 0,179 0,189 0,200 0,212 pb 

Lùc ngang yz
V                  

;ax = -
4

 by =
2

 0,125 0,125 0,125 0,125 0,122 0,121 0,119 0,118 0,116 0,114 0,112 0,109 0,105 0,100 0,095 pb 

x = 0;  by =
2

 0,250 0,250 0,249 0,246 0,232 0,229 0,226 0,222 0,217 0,212 0,205 0,198 0,190 0,180 0,169 pb 

;ax =
10

 by =
2

 0,300 0,299 0,297 0,292 0,267 0,263 0,258 0,252 0,246 0,238 0,230 0,221 0,211 0,199 0,186 pb 

;ax =
4

 by =
2

 – 0,367 0,358 0,337 0,290 0,283 0,275 0,268 0,259 0,249 0,239 0,227 0,215 0,202 0,187 pb 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm a
b

 §¹i lîng tÝnh vµ  
täa ®é cña ®iÓm tÝnh 

∞ 5 4 3 2 1,9 1,8 1,7 1,6 1,5 1,4 1,3 1,2 1,1 1 

Thõa  
sè  

phô 

Ph¶n lùc gèi tùa Qx                 

;ax = -
2

 y = 0 – 0,009 0,014 0,024 0,052 0,057 0,062 0,068 0,075 0,082 0,090 0,099 0,108 0,119 0,129 pa 

;ax = -
2

 by =
4

 – 0,007 0,010 0,028 0,030 0,043 0,047 0,051 0,056 0,062 0,068 0,075 0,083 0,092 0,101 pa 

;ax =
2

 by =
2

 – 0,093 0,114 0,146 0,200 0,018 0,216 0,224 0,233 0,243 0,253 0,264 0,275 0,286 0,297 pa 

;ax =
2

 y = 0 – 0,077 0,095 0,121 0,169 0,175 0,182 0,190 0,198 0,207 0,216 0,266 0,236 0,247 0,259 pa 

Ph¶n lùc gèi tùa Qy                 

;ax = -
4

 by =
2

 0,125 0,125 0,125 0,126 0,127 0,128 0,128 0,128 0,128 0,127 0,127 0,126 0,124 0,122 0,117 pb 

x = 0; by =
2

 0,250 0,25 0,251 0,253 0,253 0,252 0,251 0,250 0,247 0,255 0,241 0,236 0,230 0,222 0,213 pb 

;ax =
10

 by =
2

 0,300 0,301 0,302 0,305 0,298 0,296 0,293 0,290 0,286 0,282 0,276 0,269 0,260 0,250 0,237 pb 

;ax =
4

by =
2

 0,375 0,380 0,378 0,370 0,341 0,335 0,329 0,322 0,314 0,306 0,296 0,284 0,272 0,259 0,243 pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Q0                 

;ax = -
2

 by =
2

 0 - 0,002 - 0,001 - 0,007 - 0,014 - 0,015 - 0,017 - 0,018 - 0,020 - 0,021 - 0,023 - 0,025 - 0,026 - 0,027 - 0,028 pab 

;ax =
2

 by =
2

 – - 0,018 - 0,021 - 0,027 - 0,035 - 0,036 - 0,037 - 0,038 - 0,039 - 0,040 - 0,041 - 0,042 - 0,042 - 0,042 - 0,042 pab 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

a
2a

2
b y

x p  

Trêng hîp 8: TÊm tùa tù do t¹i c¸c c¹nh, chÞu t¶i träng ph©n bè h×nh tam gi¸c 
µ = 0,25 

 
a > b 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a
 §¹i lîng tÝnh vµ  

täa ®é cña ®iÓm tÝnh 
1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 3 4 5 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

§é vâng w ë c¸c ®iÓm                 

;ax = -
4

 y = 0 0,0147 0,0179 0,0209 0,0238 0,0265 0,0290 0,0313 0,0333 0,0352 0,0369 0,0384 0,0468 0,0491 0,0497 0,0499 
3

Eh

4pb
 

x = 0; y = 0 0,0228 0,0273 0,0317 0,0359 0,0397 0,0434 0,0467 0,0497 0,0523 0,0548 0,0569 0,0688 0,0721 0,0729 0,0732 
3

Eh

4pb
 

;ax =
10

 y = 0 0,0227 0,0272 0,0314 0,0354 0,0392 0,0426 0,0458 0,0486 0,0512 0,0535 0,0555 0,0667 0,0700 0,0708 0,0710 
3

Eh

4pb
 

;ax =
4

 y = 0 0,0182 0,0219 0,0248 0,0279 0,0307 0,0333 0,0357 0,0377 0,0397 0,0414 0,0429 0,0513 0,0537 0,0543 0,0545 
3

Eh

4pb
 

M« men uèn My                 

;ax = -
4

 y = 0 0,0126 0,0150 0,0173 0,0195 0,0216 0,0235 0,0251 0,0268 0,0282 0,0295 0,0306 0,0368 0,0385 0,0389 0,0391 pa2 

x = 0; y = 0 0,0230 0,0267 0,0304 0,0338 0,0369 0,0399 0,0424 0,0448 0,0469 0,0487 0,0504 0,0593 0,0617 0,0623 0,0625 pa2 

;ax =
10

 y = 0 0,0255 0,0293 0,0330 0,0364 0,0394 0,0422 0,0448 0,0470 0,0490 0,0508 0,0524 0,0609 0,0632 0,0638 0,0640 pa2 

;ax =
4

 y = 0 0,0252 0,0283 0,0311 0,0338 0,0362 0,0383 0,0403 0,0419 0,0435 0,0448 0,0460 0,0524 0,0541 0,0545 0,0547 pa2 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm a
b

 §¹i lîng tÝnh vµ  
täa ®é cña ®iÓm tÝnh 

1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 3 4 5 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

M« men uèn Mx                 

;ax = -
4

 y = 0 0,0144 0,0149 0,0151 0,0151 0,0150 0,0148 0,0146 0,0143 0,0140 0,0137 0,0133 ,0110 0,0101 0,0099 0,0098 pa2 

x = 0; y = 0 0,0260 0,0236 0,0237 0,0237 0,0236 0,0231 0,0227 0,0222 0,0218 0,0212 0,0207 0,0172 0,0161 0,0157 0,0156 pa2 

;ax =
10

 y = 0 0,0235 0,0239 0,0240 0,0239 0,0236 0,0232 0,0228 0,0224 0,0219 0,0214 0,0209 0,0177 0,0165 0,0161 0,0160 pa2 

;ax =
4

 y = 0 0,0196 0,0198 0,0199 0,0197 0,0194 0,0192 0,0188 0,0185 0,0181 0,0177 0,0174 0,0149 0,0140 0,0138 0,0137 pa2 

Lùc ngang 
zxV                  

;ax = -
2

 y = 0 0,090 0,100 0,109 0,117 0,124 0,130 0,135 0,139 0,143 0,146 0,149 0,163 0,166 0,167 0,167 pa 

;ax = -
2

by =
4

 0,069 0,077 0,085 0,091 0,098 0,103 0,109 0,113 0,117 0,121 0,125 0,148 0,158 0,163 0,367 pa 

;ax =
2

 y = 0 0,248 0,260 0,271 0,280 0,288 0,294 0,300 0,305 0,309 0,313 0,316 0,330 0,332 0,333 0,333 pa 

;ax =
2

 by =
4

 0,212 0,224 0,235 0,244 0,253 0,260 0,267 0,273 0,278 0,283 0,287 0,313 0,324 0,329 0,333 pa 

Lùc ngang 
zyV                  

;ax = -
4

 by =
2

 0,095 0,089 0,083 0,078 0,073 0,069 0,065 0,062 0,058 0,055 0,053 0,035 0,027 0,021 – pb 

x = 0; by =
2

 0,169 0,157 0,147 0,137 0,129 0,121 0,114 0,108 0,102 0,097 0,092 0,062 0,046 0,037 – pb 

;ax =
10

 by =
2

 0,186 0,173 0,161 0,151 0,141 0,133 0,125 0,118 0,112 0,106 0,101 0,067 0,051 0,040 – pb 

;ax =
4

 by =
2

 0,187 0,173 0,160 0,149 0,139 0,131 0,123 0,116 0,110 0,104 0,099 0,066 0,050 0,040 – pb 

www.vn
co

ld.
vn



B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a
 §¹i lîng tÝnh vµ  

täa ®é cña ®iÓm tÝnh 
1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 3 4 5 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

Ph¶n lùc gèi tùa Qx                 

;ax = -
2

 y = 0 0,129 0,138 0,146 0,152 0,157 0,161 0,164 0,166 0,167 0,169 0,169 0,169 0,168 0,167 0,167 pa 

;ax = -
2

 by =
4

 0,101 0,110 0,117 0,123 0,128 0,134 0,138 0,142 0,145 0,148 0,150 0,164 0,168 0,169 0,167 pa 

;ax =
2

 y = 0 0,297 0,307 0,315 0,321 0,325 0,329 0,332 0,334 0,335 0,336 0,337 0,336 0,334 0,334 0,333 pa 

;ax =
2

 by =
4

 0,259 0,270 0,280 0,287 0,294 0,299 0,304 0,308 0,312 0,315 0,318 0,332 0,335 0,335 0,333 pa 

Ph¶n lùc gèi tùa Qy                 

;ax = -
4

 by =
2

 0,117 0,112 0,107 0,102 0,097 0,092 0,087 0,083 0,079 0,075 0,072 0,049 0,036 0,029 – pb 

x = 0; by =
2

 0,213 0,202 0,192 0,181 0,172 0,163 0,154 0,146 0,139 0,132 0,126 0,085 0,064 0,051 – pb 

;ax =
10

 by =
2

 0,237 0,224 0,212 0,200 0,188 0,178 0,169 0,160 0,152 0,144 0,138 0,093 0,070 0,056 – pb 

;ax =
4

 by =
2

 2,243 0,227 0,213 0,200 0,188 0,177 0,167 0,158 0,150 0,142 0,136 0,091 0,068 0,055 – pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Q0                 

;ax = -
2

 by =
2

 - 0,028 - 0,028 - 0,028 - 0,027 - 0,027 - 0,026 - 0,025 - 0,124 - 0,023 - 0,023 - 0,022 - 0,016 - 0,012 - 0,009 – pab 

;ax =
2

 by =
2

 - 0,042 - 0,040 - 0,040 - 0,039 - 0,037 - 0,036 - 0,034 - 0,032 - 0,031 - 0,030 - 0,028 - 0,019 - 0,015 - 0,012 – pab 

 

www.vn
co

ld.
vn



 

B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

y

x

a
2

a

b

2
b

p

 

Trêng hîp 9: TÊm ngµm ë 1 c¹nh vµ tùa tù do ë 3 c¹nh kh¸c, chÞu t¶i träng ph©n bè h×nh tam gi¸c 
µ = 0,25 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a  Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a  §¹i lîng tÝnh vµ  
täa ®é cña ®iÓm tÝnh 

0 1:2 1:1,5 1 

Thõa  
sè  

phô 1,5 2 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

§é vâng w t¹i ®iÓm          

x = 0; y = 0 0,026 0,026 0,022 0,014 
3

Eh

4pa  0,034 0,050 0,073 
3

Eh

4pb  

M« men uèn My          

x = 0; y = 0 0,029 0,029 0,025 0,018 
3

Eh

4pa  0,027 0,021 0,016 
3

Eh

4pb  

;ax =
2

 y = 0 - 0,067 - 0,063 - 0,061 - 0,048 
3

Eh

4pa  - 0,071 - 0,084 - 0,125 
3

Eh

4pb  

M« men uèn Mx          

x = 0; y = 0 0,007 0,010 0,012 0,015 
3

Eh

4pa  0,033 0,045 0,062 
3

Eh

4pb  

Lùc ngang Vxz          

;ax = -
2

 y = 0 0,100 0,100 0,095 0,076 pa 0,048 0,030 0 pa 

;ax =
2

 y = 0 0,400 0,408 0,400 0,381 pa 0,329 0,277 – pa 

     * Muèn cã m« men gèi tùa ( )x
aM x = ; y = 0

2
 cÇn ph¶i nh©n c¸c sè Mx (x = 0; y = 0), víi µ 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a  Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a  §¹i lîng tÝnh vµ  
täa ®é cña ®iÓm tÝnh 

0 1:2 1:1,5 1 

Thõa  
sè  

phô 1,5 2 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

Lùc ngang 
zyV           

x = 0; by =
2

 0 0,068 0,091 0,136 pb 0,190 0,221 0,250 pb 

;ax =
2

 by =
2

 0 - 0,128 - 0,170 - 0,245 pb - 0,321 - 0,365 - 0,500 pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Qx          

;ax = -
2

 y = 0 0,100 0,105 0,111 0,104 pa 0,075 0,050 0 pa 

;ax =
2

 y = 0 0,400 0,408 0,400 0,381 pa 0,329 0,277 – pa 

Ph¶n lùc gèi tùa Qy          

x = 0; by =
2

 0 0,093 0,119 0,174 pb 0,233 0,246 0,250 pb 

;ax =
2

 by =
2

 0 - 0,224 - 0,298 - 0,429 pb - 0,562 - 0,639 - 0,875 pb 

Ph¶n lùc gèi tùa Q0          

;ax = -
2

 by =
2

 – - 0,012 - 0,016 - 0,020 pab - 0,019 - 0,014 – pab 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

b
2

b

a

2
a

x

y

p

 

Trêng hîp 10: TÊm cã 2 c¹nh ngµm vµ 2 c¹nh tùa tù do, chÞu t¶i träng ph©n bè h×nh tam gi¸c 
µ = 0,25 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a  Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
b

a  §¹i lîng tÝnh vµ  
täa ®é cña ®iÓm tÝnh 

0 1:2 1:1,5 1 

Thõa  
sè  

phô 1,5 2 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

M« men uèn My          
x = 0; y = 0 0,0208 0,0210 0,0201 - 0,0162 pa2 0,0218 0,0217 0,0156 pb2 

;ax = -
2

 y = 0 - 0,0333 - 0,0296 - 0,0331 0,0268 pa2 - 0,0326 - 0,0354 0 pb2 

;ax =
2

 y = 0 - 0,0500 - 0,0546 - 0,0498 - 0,0431 pa2 - 0,0686 - 0,0837 - 0,0152 pb2 

M« men uèn *
xM           

x = 0; y = 0 0,0052 0,0061 0,0076 0,0115 pa2 0,0285 0,0428 0,0625 pb2 
Lùc ngang Vxz          

;ax = -
2

 y = 0 0,150 0,146 0,162 0,157 pa 0,122 0,0089 – pa 

;ax =
2

 y = 0 0,350 0,366 0,362 0,359 pa 0,322 0,271 – pa 

Lùc ngang Vyz          

;ax = -
2

 by =
2

 0 - 0,047 - 0,068 - 0,100 pb - 0,124 - 0,119 0 pb 

x = 0; by =
2

 0 0,060 0,080 0,122 pb 0,180 0,210 0,250 pb 

;ax =
2

 by =
2

 0 - 0,117 - 0,151 - 0,226 pb - 0,313 - 0,362 - 0,500 pb 
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B¶ng 2.6.1 (tiÕp) 

y

x

a
2

a

b
2
b

p

 

Trêng hîp 11: TÊm cã 3 c¹nh tùa tù do, chÞu t¶i träng ph©n bè h×nh tam gi¸c 

µ = 0,25 

Tû sè c¸c c¹nh cña tÊm 
a
b

 §¹i lîng tÝnh vµ  
täa ®é cña ®iÓm tÝnh 

1:2 1:1,5 1 1,5 2 ∞ 

Thõa  
sè  

phô 

§é vâng w ë c¸c ®iÓm        

x = 0; y = 0 0,0147 0,0229 0,0352 0,0501 0,0622 0,0732 
3

Eh

4pb
 

;ax = -
2

 y = 0 0,0246 0,0328 0,0400 0,0379 0,0319 0 
3

Eh

4pb
 

M« men uèn Mx        

x = 0; y = 0 0,0139 0,0213 0,0324 0,0448 0,0526 0,0625 pb2 

;ax = -
2

 y = 0 0,0193 0,0262 0,0325 0,0308 0,0259 0 pb2 

M« men uèn My        

x = 0; y = 0 0,0115 0,0151 0,0202 0,0211 0,0197 0,0156 pb2 
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216         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

B¶ng 2.5.7: Tung ®é c¸c biÓu ®å bao m«men uèn, lùc c¾t vµ ph¶n lùc  
    trong dÇm liªn tôc cã ®é dµi nhÞp nh nhau, chÞu t¸c dông  
    cña t¶i träng ph©n bè ®Òu 
 

  Mmax = Mg + MP max;  

  Mmin = Mg + MP min;  

  Qmax = Qg + QP max; 

  Qmin = Qg + QP min 

 
M«men uèn Lùc c¾t 

MP QP x/ 
Mg 

max (+) min (-) 

x/ 
Qg 

max (+) min (-) 

1. DÇm hai nhÞp 

0,0 0 0 0 0 +0,375 0,4375 0,0625 

0,1 +0,0325 0,0387 0,0062 0,1 +0,275 0,3437 0,0687 

0,2 +0,0550 0,0675 0,0125 0,2 +0,175 0,2624 0,0874 

0,3 +0,0675 0,0862 0,0187 0,3 +0,075 0,1932 0,1182 

0,4 +0,0700 0,0950 0,0250 0,4 -0,025 0,1359 0,1609 

0,5 +0,0625 0,0937 0,0312 0,5 -0,125 0,0898 0,2148 

0,6 +0,0450 0,0825 0,0375 0,6 -0,225 0,0544 0,2794 

0,7 +0,0175 0,0612 0,0437 0,7 -0,325 0,0287 0,3537 

0,8 -0,0200 0,0300 0,0500 0,8 -0,425 0,0119 0,4369 

0,85 -0,0425 0,0152 0,0577 0,9 -0,525 0,0027 0,5277 

0,9 -0,0675 0,0064 0,0736 1,0 -0,625 0 0,6250 

0,95 -0,0950 0,0014 0,0964 

1,00 -0,1250 0 0,1250 
Sè nh©n g p p 

Sè nh©n g2 p2 p2 

   Ph¶n lùc: 

   Amax = 0,3750 g + 0,4375 p 

   Bmax = 1,25 (g + p) www.vn
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Ch¬ng 2 - c¬ kÕt cÊu 217 

 

B¶ng 2.5.7 (tiÕp) 
 

M«men uèn Lùc c¾t 

MP QP x/ 
Mg 

max (+) min (-) 

x/ 
Qg 

max (+) min (-) 

2. DÇm ba nhÞp 

0,1 +0,035 0,040 0,005 0 0,4 0,4500 0,0500 

0,2 +0,060 0,070 0,010 0,1 0,3 0,3560 0,0563 

0,3 +0,075 0,090 0,015 0,2 0,2 0,2752 0,0752 

0,4 +0,080 0,100 0,020 0,3 +0,1 0,2065 0,1065 

0,5 +0,075 0,100 0,025 0,4 0 0,1496 0,1496 

0,6 +0,060 0,090 0,030 0,5 -0,1 0,1042 0,2042 

0,7 +0,035 0,070 0,035 0,6 -0,2 0,0694 0,2694 

0,8 0 0,0402 0,0402 0,7 -0,3 0,0443 0,3443 

0,85 -0,0212 0,0277 0,0490 0,8 -0,4 0,0280 0,4280 

0,9 -0,0450 0,0204 0,0654 0,9 -0,5 0,0193 0,5191 

0,95 -0,0712 0,0171 0,0883 1,0 -0,6 0,0167 0,6167 

1,00 -0,1000 0,0167 0,1167 1,0 +0,5 0,5833 0,0833 

1,05 -0,0762 0,0141 0,0903 1,1 +0,4 0,4870 0,0870 

1,1 -0,0550 0,0151 0,0701 1,2 +0,3 0,3991 0,0991 

1,15 -0,0362 0,0205 0,0568 1,3 +0,2 0,3210 0,1210 

1,2 -0,0200 0,030 0,050 1,4 +0,1 0,2537 0,1537 

1,3 +0,005 0,055 0,050 1,5 0,0 0,1979 0,1979 

1,4 +0,020 0,070 0,050 

1,5 +0,025 0,075 0,050 
Sè nh©n g p p 

Sè nh©n g2 p2 p2 

   Ph¶n lùc:   
            Amax = 0,40 g + 0,45 p 

   Bmax = 1,1 g + 1,2 p www.vn
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B¶ng 2.5.7 (tiÕp) 
 

M«men uèn Lùc c¾t 

MP QP x/ 
Mg 

max (+) min (-) 

x/ 
Qg 

max (+) min (-) 

3. DÇm bèn nhÞp 

0,1 +0,0343 0,0396 0,0054 0,0 +0,3929 0,4464 0,0535 

0,2 +0,0586 0,0693 0,0107 0,1 +0,2929 0,3528 0,0599 

0,3 +0,0729 0,0889 0,0161 0,2 +0,1929 0,2717 0,0788 

0,4 +0,0711 0,0986 0,0214 0,3 +0,0929 0,2029 0,1101 

0,5 +0,0714 0,0982 0,0268 0,4 -0,0071 0,1461 0,1533 

0,6 +0,0557 0,0879 0,0321 0,5 -0,1071 0,1007 0,2079 

0,7 +0,0300 0,0675 0,0375 0,6 -0,2071 0,0660 0,2731 

0,8 -0,0057 0,0374 0,0431 0,7 -0,3071 0,0410 0,3481 

0,85 -0,0273 0,0248 0,0522 0,8 -0,4071 0,0247 0,4319 

0,9 -0,0514 0,0163 0,0677 0,9 -0,5071 0,0160 0,5231 

0,95 -0,0780 0,0139 0,0920 1,0 -0,6071 0,0134 0,6205 

1,0 -0,1071 0,0134 0,1205 1,0 +0,5357 0,6027 0,0670 

1,05 -0,0816 0,0116 0,0932 1,1 +0,4357 0,5064 0,0707 

1,1 -0,0586 0,0145 0,0721 1,2 +0,3357 0,4187 0,0830 

1,15 -0,0380 0,0198 0,0578 1,3 +0,2357 0,3410 0,1153 

1,2 -0,0200 0,0300 0,0500 1,4 +0,1357 0,2742 0,1385 

1,3 +0,0086 0,0568 0,0482 1,5 +0,0357 0,2190 0,1833 

1,4 +0,0271 0,0736 0,0461 1,6 -0,0643 0,1755 0,2398 

1,5 +0,0357 0,0804 0,0446 1,7 -0,1643 0,1435 0,3078 

1,6 +0,0343 0,0771 0,0429 1,8 -0,2643 0,1222 0,3865 

1,7 +0,0229 0,0639 0,0411 1,9 -0,3643 0,1106 0,4749 

1,8 +0,0014 0,0417 0,0403 2,0 -0,4643 0,1074 0,5714 

1,85 -0,0130 0,0345 0,0475 

1,9 -0,0300 0,0310 0,0610 
Sè nh©n g p p 

1,95 -0,495 0,0317 0,0812 

2,0 -0,0714 0,0357 0,1071 

Sè nh©n g2 p2 p2 

   Ph¶n lùc: 

            Amax = 0,3929 g + 0,4464 p 

            Bmax = 1,428 g + 1,2232 p 

            C = 0,9286 g + 1,428 p 
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B¶ng 2.5.7 (tiÕp) 
 

M«men uèn Lùc c¾t 

MP QP x/ 
Mg 

max (+) min (-) 

x/ 
Qg 

max (+) min (-) 

4. DÇm n¨m nhÞp 

0,1 +0,0345 0,0397 0,0053 0,0 +0,3947 0,4474 0,0526 

0,2 +0,0589 0,0695 0,0105 0,1 +0,2947 0,3537 0,0590 

0,3 +0,0734 0,0892 0,0158 0,2 +0,1947 0,2726 0,0779 

0,4 +0,0779 0,0989 0,0211 0,3 +0,0947 0,2039 0,1091 

0,5 +0,0724 0,0987 0,0263 0,4 -0,0053 0,1471 0,1524 

0,6 +0,0568 0,0884 0,0316 0,5 -0,1053 0,1071 0,2069 

0,7 +0,0313 0,0682 0,0368 0,6 -0,2053 0,0669 0,2722 

0,8 -0,0042 0,0381 0,0423 0,7 -0,3053 0,0419 0,3472 

0,9 -0,0497 0,0183 0,0680 0,8 -0,4053 0,0257 0,4309 

1,0 -0,1053 0,0144 0,1196 0,9 -0,5053 0,0169 0,5222 

1,1 -0,0576 0,0140 0,0717 1,0 -0,6053 0,1044 0,6196 

1,2 -0,0200 0,0300 0,0500 1,0 +0,5263 0,5981 0,0718 

1,3 +0,0073 0,0563 0,0487 1,1 +0,4263 0,5048 0,0755 

1,4 +0,0253 0,0726 0,0474 1,2 +0,3263 0,4141 0,0878 

1,5 +0,0329 0,0789 0,0464 1,3 +0,2263 0,3364 0,1101 

1,6 +0,0305 0,0753 0,0447 1,4 +0,1263 0,2697 0,1434 

1,7 +0,0182 0,0616 0,0434 1,5 +0,0263 0,2164 0,1882 

1,8 -0,0042 0,0389 0,0432 1,6 -0,0737 0,1711 0,2448 

1,9 -0,0366 0,0280 0,0646 1,7 -0,1737 0,1391 0,3128 

2,0 -0,0799 0,0323 0,1112 1,8 -0,2737 0,1179 0,3916 

2,1 -0,0399 0,0293 0,0633 1,9 -0,3737 0,1063 0,4800 

2,2 +0,0011 0,0416 0,0405 2,0 -0,4737 0,1029 0,5766 

2,3 +0,0261 0,0655 0,0395 2,0 +0,5000 0,5907 0,0909 

2,4 +0,0411 0,0805 0,0395 2,1 +0,4000 0,4944 0,0944 

2,5 +0,0461 0,0855 0,0395 2,2 +0,3000 0,4063 0,1063 

Sè nh©n g2 p2 p2 2,3 +0,2000 0,3279 0,1279 

2,4 +0,1000 0,2604 0,1604 

2,5 0 0,2045 0,2045 
   Ph¶n lùc:  

            Mmax = 0,3947 g + 0,4474 p 

            Bmax = 1,1316 g + 1,2177 p 

            Cmax = 0,9737 g + 1,1675 p 
Sè nh©n g p p 
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B¶ng 2.5.8: M« men uèn vµ ph¶n lùc trong mét sè kÕt cÊu 
 

S¬ ®å t¶i träng  
vµ biÓu ®å m« men uèn 

C¸c m« men uèn vµ ph¶n lùc 

1 2 

1. Khung mét nhÞp cã c¸c cét liªn kÕt tùa khíp cè ®Þnh 

 

( )

( )

2

1

B C

J h
k

J

3 Pab
M M

2 3 2k

3 Pab
H

2 h 3 2k

=

= =
+

=
+







 

 

( )

( )

2

B C

2

q
M M

4 3 2k

q
H

4h 3 2k

= =
+

=
+




 

 

2

B

D

6 3k qh
M

3 2k 8
6 5k qh

H
3 2k 8

+
=

+
+

=
+

;  

2

C

A D

6 5k qh
M

3 2k 8
H qh H

+
=

+
= −

 

 

( )

( )

( )

B

C

D

A D

3 2k k 21
M Ph

2 3 2k
3 2k k 21

M Ph
2 3 2k

3 2k k 21
H P

2 3 2k
H P H

+ − ξ − ξ− ξ
=

+
+ + ξ − ξ− ξ

=
+

+ + ξ − ξ− ξ
=

+
= −
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B¶ng 2.5.8 (tiÕp) 

1 2 

2. Khung mét nhÞp cã c¸c cét liªn kÕt ngµm 

 

B,C

2 1 2 Pab
M

2 k 1 6k 2

− ξ = ± + +  
  (+ víi MB; - víi MC) 

A,D

1 1 2 Pab
M

2 k 1 6k 2

− ξ =  + + 



  (- víi MA; + víi MD) 

3 Pab
H

2 k 2h
=

+ 
  

2

1

J h
K

J
=


 

 

2

B C

2

A D

2

1 q
M M

2 k 6

1 q
M M

2 k 12

3 q
H

2 k 12h

= =
+

= =
+

=
+







 

 

2

B,C
12 1 qh

M k
1 6k 2 k 24

 =  + + 
    (- víi MB; + víi MC) 

2

A

2

D

D

A D

5 18k 1 qh
M 2

1 6k 2 k 24

5 18k 1 qh
M

1 6k 2 k 24

17 18k qh
H

1 6k 24
H qh H

+ = + + + + 
+ = − + + 
+

=
+

= −

 

 

( )

( ) ( )

( )

( )

2

B,C

2

A

2

D

2

D

k 1 3
M Ph

2 1 6k 2 k

1 2 k k 3k
M 1 Ph

2 2 k 1 6k

1 2 k k 3k
M Ph

2 2 k 1 6k

1 2 k 2 k
H P

2 2 k

− ξ ξ =  + + 
 − ξ + + ξ + ξ  = − ξ − + + +   

− ξ + + ξ + ξ = − + + 

− ξ + + ξ + ξ
=

+



 www.vn
co

ld.
vn

www.vn
co

ld.
vn



222         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

B¶ng 2.5.8 (tiÕp) 

1 2 

 

MB, C = Ei1k
1 3

2 k 1 6k
 ϕ + + 

       (- víi MB; + víi MC) 

MA ,D = Ei1
3 2k 3k

2 k 1 6k

+ ± ϕ + + 
      (+ víi MA; - víi MD) 

H = 13Ei 1 k

h 2 k

+
ϕ

+
 

 

1
B C 2

1
A D 2

1
3

3EJ k
M M

2 kh
3EJ 1 k

M M
2 kh

3EJ 1 2k
H

2 kh

= = ∆
+
+

= = ∆
+

+
= ∆

+

 

 

1
B C 2

A D B

6EJ k
M M

1 6k
M M M

H 0

= = ∆
+

= =

=


 

3. Khung mét nhÞp cã thanh dÇm cøng tuyÖt ®èi liªn kÕt cøng víi cét 

 

2

D A3

2

D C 2

2

B 2

A B

(3a b)b
S P ; H S; H P S

2h

(3a b)b
M M P ;

4h

(b a)b
M P

4h
M Pb Sh M

+
= = = −

+
= =

−
=

= − −

 

 

 

A D

2 2 2

C D B A

1 3 1
S qh; H qh; H qh

4 4 4

qh qh 5qh
M M ; M ; M

8 24 24

= = =

= = = =
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B¶ng 2.5.8 (tiÕp) 

4. Khung mét nhÞp khÐp kÝn 

 

1 2 2
1 2

1

J J i
i ; i ; k

h i
= = =


 

C¸c tiÕt diÖn 1, 2, 3, 4 ë gi÷a c¸c thanh;  
§êng nÐt ®øt chØ phÝa m«men cã dÊu d¬ng. 

 

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

A D

B C

2

1

2

2

P k 6
M M

24 k 3 k 1

P 4k 9
M M

24 k 3 k 1

P 6k 20k 9
M

24 k 3 k 1

P 3k 11k 3
M

24 k 3 k 1

+
= = −

+ +

+
= = −

+ +

+ +
=

+ +

+ +
=

+ +









 

 

2

A B C D

2

1 2

q 1
M M M M

12 k 1

q 3k 1
M M

24 k 1

= = = = −
+

+
= =

+




 

 

2

A B C D

2

3 4

qh k
M M M M

12 k 1

qh 2k 3
M M

12 k 1

= = = = −
+

+
= =

+

 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

A D 2

2

B C 2

2

3 4

qh k 3k 8
M M

60 k 4k 3

qh k 2k 7
M M

60 k 4k 3

qh k 3
M M

48 k 1

+
= = −

+ +

+
= = −

+ +

+
= =

+
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B¶ng 2.5.8 (tiÕp) 

1 2 

5. Khung hai nhÞp khÐp kÝn 

 

 

1 2 2
1 2

1

J J i
i ; i ; k

h i
= = =


 

§êng nÐt ®øt chØ phÝa m«men cã dÊu d¬ng. 

 

2

A B D E

2

CB CD C

FA FE F C

q 1
M M M M

12 2k 1

q 3k 1
M M M

12 2k 1
M M M M

= = = = −
+

+
= = = −

+
= = =




 

 MCB – M«men uèn t¹i ®Çu C cña thanh CB 

 

2

A B D E

2

CB CD C FA FE F

CF FC

qh k
M M M M

6 2k 1

qh k
M M M M M M

12 2k 1
M M 0

= = = = −
+

= = = = = =
+

= =

 

 

2

B D

2

A E

2

C CB CD

2

F FA FE

CF FC

20(k 6)(2k 1)
m

k

qh 8k 59
M M

6 m

qh 12k 61
M M

6 m

qh 7k 31
M M M

6 m

qh 3k 29
M M M

6 m
M M 0

+ +
=

+
= = −

+
= = −

+
= = =

+
= = =

= =
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B¶ng 2.5.8 (tiÕp) 

6. Vßm parab«n bËc hai 
 

 
 

 

TiÕt diÖn vßm biÕn ®æi theo qui luËt: 

  CJJ
cos

=
α

 

α - gãc gi÷a ®êng tiÕp tuyÕn víi trôc vßm vµ ph¬ng n»m ngang; 

JC - m«men qu¸n tÝnh cña tiÕt diÖn t¹i ®Ønh vßm. 
 

C¸c ph¶n lùc vµ m«men mang dÊu d¬ng khi cã chiÒu nh ghi trªn s¬ ®å.  

Trong c¸c c«ng thøc ë b¶ng dïng hÖ sè k khi xÐt c¶ ¶nh hëng cña lùc däc: 

  C
2

C

J1 45
k ;

1 4 F f
= ν =

+ ν
 

JC, FC - m«men qu¸n tÝnh, diÖn tÝch cña tiÕt diÖn t¹i ®Ønh vßm.  
 

Khi kh«ng xÐt ¶nh hëng cña lùc däc th× ν = 0, k = 1. 
 

 

S¬ ®å t¶i träng Ph¶n lùc M«men uèn 

 

A B

P
V V

2
15 P

H k
64 f

= =

=


 

A B

C

P 5
M M k 1

8 4

P 5
M 1 k

8 8

 = = − 
 

 = − 
 




 

Khi k = 1 cã: 

A B

C

P
M M

2
3

M P
64

= =

=
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B¶ng 2.5.8 (tiÕp) 
 

S¬ ®å t¶i träng Ph¶n lùc M«men uèn 

 

2

A

2

B

A

B

qf
V ;

4

qf
V

4
11

H qf;
14

3
H qf

14

= −

=

= −

=



  

2
A

2
A

2
C

51
M qf

280
19

M qf
280

3
M qf

140

= −

=

= −

 

 

   
A B

2

q
V V

2

q
H k

8f

= =

=




 

2

Khi k 1 :

q
H

8f

=

=
  

( )

( )

2

A B

2

C

A B C

q
M M 1 k

12

q
M 1 k

24
Khi k 1 :

M M M 0

= = − −

= −

=
= = =




 

 

( )
( )

2
A

2
B

2 2

V v 1 2u P

V u 1 2v P

15
H P u v k

4 f

= +

= +

=


 

2
A

2 2
B

2 2
C

5k
M P uv u 1

2

5k
M P u v v 1

2

1
Khi 0 u cã:

2
P 5k

M u 1 v
2 2

 = − 
 
 = − 
 

≤ ≤

 = − 
 







 

 

   

( )

( )

( )

A

2 2
B

2
3

q
V u

2

1 v 1 2v

q
V u 1 v

2

q
H u

8f

1 3v 1 2v k

= ×

 × + + 

= −

= ×

 × + + 







  

( )
( )

( )

( )

2
2

A

3 2

2
3 2

B

q
M u

12

6v k 3v 2v 1

1 k

q
M u 6v k 3v 1

12

1 k

= − ×

× + + + ×
× − 

= − + ×

× − 
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B¶ng 2.5.8 (tiÕp) 
 

S¬ ®å t¶i träng Ph¶n lùc vµ m« men uèn 

7. Vßm trßn cã tiÕt diÖn kh«ng ®æi 

MB = MA;  HB = HA = H ; VB = VA 

f/ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

VA/P 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 

HA/P 1,2609 0,6378 0,4342 0,3356 0,2758 

MA/P 0,00131 0,00414 0,00925 0,01649 0,02467 
 

MC/P 0,00022 0,00158 0,00399 0,00726 0,01175 

MB = MA; HB = HA = H; VB = VA 

f/ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

VA/P 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 

HA/P 2,3461 0,1677 0,7740 0,5769 0,4551 

MA/P 0,03249 0,03526 0,04014 0,04663 0,05326 
 

MC/P 0,04789 0,05171 0,05793 0,06587 0,07570 

VC = VA = - VB; HB = - HA 

f/ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

VA/qf 0,0249 0,0485 0,0706 0,0899 0,1053 

HA/qf 0,2141 0,2145 0,2156 0,2182 0,2235 

HB/qf 0,7859 0,7855 0,7844 0,7818 0,7765 

MA/qf 0,0068 0,0145 0,0228 0,0332 0,0463 

MB/qf 0,0183 0,0369 0,0566 0,0769 0,0984 

 

MC/qf - 0,0022 - 0,0041 - 0,0066 - 0,0091 - 0,0128 
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B¶ng 2.5.8 (tiÕp) 
 

9. M«men uèn trong c¸c vµnh èng trßn 

(M > 0 khi tiÕt diÖn c¨ng thí trong; N > 0 khi tiÕt diÖn bÞ nÐn) 

M«men uèn vµ lùc däc 

HÖ sè m n S¬ ®å t¶i träng 

MÆt c¾t A B C A B C 

M = mqr2
 N = nqr 

 

 +0,250 -0,250 +0,250 0 1,000 0 

M = mPr N = nP 

 

 0,318 -0,182 0,318 0 0,5 0 

M = mqr2
 N = nqr 

  0 0 0 -1,000 -1,000 -1,000 

M = mqr2
 N = nqr 

 
 -0,1458 +0,1250 -0,1042 0,6875 0 0,3125 
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2.5.3.3. Ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ  

1. Néi dung  
+  Chän hÖ c¬ b¶n: 

 §a liªn kÕt ngµm chèng xoay vµo tÊt c¶ c¸c nót vµ liªn kÕt thanh chèng vµo mét 
sè nót cña kÕt cÊu ®Ó tÊt c¶ c¸c nót cña kÕt cÊu hoµn toµn kh«ng cã chuyÓn vÞ nh»m 
biÕn tÊt c¶ c¸c thanh trong hÖ thµnh dÇm mét nhÞp cã d¹ng nh c¸c dÇm liÖt kª trong 
b¶ng 2.5.3. §Ó hÖ c¬ b¶n t¬ng ®¬ng víi hÖ ban ®Çu ph¶i thªm chuyÓn vÞ gãc xoay 
vµo c¸c nót bÞ ngµm vµ thªm chuyÓn vÞ th¼ng vµo c¸c nót ®a thªm thanh chèng. Chóng 

lµ Èn cña bµi to¸n, ký hiÖu lµ z1, z2, ..., zn. 
 

+  ThiÕt lËp ph¬ng tr×nh x¸c ®Þnh Èn:  

Do thªm liªn kÕt vµo c¸c nót nªn díi t¸c dông cña t¶i träng vµ chuyÓn vÞ zi ë hÖ 
c¬ b¶n xuÊt hiÖn ph¶n lùc liªn kÕt t¹i vÞ trÝ c¸c nót ®ã trong khi ë hÖ ®∙ cho kh«ng cã. 
§Ó hai hÖ t¬ng ®¬ng vÒ lùc th× c¸c ph¶n lùc liªn kÕt nµy ph¶i cã gi¸ trÞ b»ng 0. 
Trêng hîp kÕt cÊu chØ chÞu t¸c dông cña t¶i träng ®iÒu kiÖn nµy ®îc viÕt ë d¹ng: 

  

11 1 12 2 1n n 1P

21 2 22 2 2n n 2P

n1 n n2 n nn n nP

r z r z ... r z R 0

r z r z ... r z R 0

...

r z r z ... r z R 0

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

 (2.5.18) 

trong ®ã: 

rij - ph¶n lùc t¹i liªn kÕt thø i do chuyÓn vÞ t¹i nót j cã gi¸ trÞ b»ng ®¬n vÞ g©y ra; 

Rip - ph¶n lùc liªn kÕt t¹i nót i do t¶i träng g©y ra.  
 

TrÞ cña rij vµ Rip ®îc x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn c©n b»ng lùc t¹i c¸c nót ®îc ®a 

thªm liªn kÕt. Víi nguyªn nh©n lón kh«ng ®Òu chØ viÖc thay RiP b»ng Ri∆ lµ ph¶n lùc do 
lón g©y ra. 

HÖ ph¬ng tr×nh trªn ®îc gäi lµ hÖ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ph¬ng ph¸p 
chuyÓn vÞ. 

 

+  Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh trªn x¸c ®Þnh ®îc trÞ cña c¸c Èn zi, tõ ®ã x¸c ®Þnh ®îc  
m« men ®Çu c¸c ®o¹n thanh vµ vÏ ®îc biÓu ®å m«men cho kÕt cÊu. 

+  C¸c bíc tiÕp theo lµm t¬ng tù nh ph¬ng ph¸p lùc. 
 

VÒ hiÖu qu¶ sö dông, nãi chung ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ ®¬n gi¶n h¬n ph¬ng 
ph¸p lùc vÒ sè Èn, lËp hÖ c¬ b¶n, vÏ biÓu ®å m« men ®¬n vÞ, x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè vµ sè 
h¹ng tù do trong ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c v.v... Song kh«ng lîi víi nh÷ng kÕt cÊu cÇn xÐt 
tíi ¶nh hëng cña lùc däc vµ víi kÕt cÊu cÇn ®a vµo nhiÒu liªn kÕt ®Ó h¹n chÕ chuyÓn 
vÞ th¼ng. 
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VÝ dô:  

VÏ biÓu ®å m«men uèn cña khung cã kÝch thíc vµ chÞu t¶i träng nh h×nh 2.5.14 a. 
 

 

 

 

 

 
 

H×nh 2.5.14: HÖ c¬ b¶n vµ c¸c bíc tÝnh to¸n theo ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ 
 

Thùc hiÖn c¸c bíc tÝnh to¸n sau: 

-  X¸c ®Þnh sè Èn chuyÓn vÞ:  

  n = ng + nt = 1 + 1 = 2 
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-  LËp hÖ c¬ b¶n, ®Æt Èn sè nh h×nh 2.5.14 c. 

-  VÏ c¸c biÓu ®å m« men ®¬n vÞ vµ m« men do t¶i träng g©y ra nh ë h×nh 
2.5.14 d. 

-  LËp hÖ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c: 

  r11 z1 + r12 z2 + R1P = 0  

  r21 z2 + r22 z2 + R2P = 0  

-  Tra b¶ng biÓu ®å 0
1 2 PM , M , M  nh h×nh 2.5.14 d. XÐt c©n b»ng nót ®Ó x¸c 

®Þnh c¸c hÖ sè Èn vµ sè h¹ng tù do nh h×nh 2.5.14 e 

-  Gi¶i hÖ hai ph¬ng tr×nh : 

   

2
1 22

1 22 3

10EJ 6EJ 7
z z q 0

24

6EJ 12EJ q
z z 0

2

− − =

− + − =


 


 

 

 → 

3

1

4

2

q
z 0,077

EJ

q
z 0,08

EJ

= +

= +




 

-  X¸c ®Þnh m« men tæng céng theo c«ng thøc  

  0
P 1 1 2 2 PM M z M z M= + +   

vµ vÏ biÓu ®å m«men uèn cña hÖ siªu tÜnh ®∙ cho nh h×nh 2.5.14 g. 

 
 

2.6. Lý thuyÕt ®µn håi 
2.6.1. Gi¶ thiÕt tÝnh to¸n vµ mét sè kh¸i niÖm  

Lý thuyÕt ®µn håi (LT§H) nghiªn cøu c¸ch tÝnh to¸n kÕt cÊu cã d¹ng bÊt kú lµm 
viÖc trong giai ®o¹n biÕn d¹ng ®µn håi cña vËt liÖu. Do kÕt cÊu kh«ng cã d¹ng thanh 
nªn c¸c gi¶ thiÕt tiÕt diÖn ph¼ng, gi¶ thiÕt thanh lµ tËp hîp cña c¸c thí däc, chóng 
kh«ng kÐo hoÆc Ðp lÉn nhau dïng trong Søc bÒn vËt liÖu (SBVL) kh«ng cßn ®óng n÷a. 
V× vËy LT§H ph¶i sö dông c«ng cô to¸n häc phøc t¹p h¬n so víi SBVL. MÆc dï vËy, 
®Ó cã thÓ x©y dùng ®îc c¸c ph¬ng tr×nh vµ biÓu thøc tÝnh to¸n LT§H vÉn ph¶i sö 
dông mét sè gi¶ thiÕt ®¬n gi¶n ho¸ sau: 

+  VËt liÖu cña kÕt cÊu liªn tôc, ®ång chÊt vµ ®¼ng híng; 

+  BiÕn d¹ng tû lÖ bËc nhÊt víi øng suÊt (®Þnh luËt Hóc); 

+  ChuyÓn vÞ do biÕn d¹ng g©y ra rÊt nhá so víi kÝch thíc cña kÕt cÊu nªn cã thÓ 
coi kÝch thíc cña kÕt cÊu sau biÕn d¹ng vÉn nh kÝch thíc cña kÕt cÊu tríc khi 
bÞ biÕn d¹ng. 
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Lý thuyÕt ®µn håi x©y dùng trªn c¬ së c¸c gi¶ thiÕt nªu ë trªn ®îc gäi lµ  
Lý thuyÕt ®µn håi tuyÕn tÝnh. NÕu kh«ng sö dông gi¶ thiÕt thø hai vµ thø ba ta cã  
Lý thuyÕt ®µn håi phi tuyÕn. Trêng hîp vËt liÖu kh«ng tu©n theo ®Þnh luËt Hóc ta cã 
bµi to¸n phi tuyÕn vÒ vËt liÖu. §Êt, ®¸, polyme lµ nh÷ng vËt liÖu cã tÝnh phi tuyÕn râ rÖt. 
Trêng hîp chuyÓn vÞ cña kÕt cÊu cã gi¸ trÞ ®¸ng kÓ so víi kÝch thíc cña kÕt cÊu th× ®Ó 
cã kÕt qu¶ s¸t víi thùc tÕ trong tÝnh to¸n ph¶i xÐt ®Õn h×nh d¹ng vµ kÝch thíc thùc cña 
kÕt cÊu khi bÞ biÕn d¹ng. Lóc nµy ta cã bµi to¸n phi tuyÕn vÒ h×nh häc. C¸c kÕt cÊu cã 
bÒ dµy máng so víi c¸c kÝch thíc kh¸c lµ nh÷ng kÕt cÊu cã chuyÓn vÞ lín kh«ng thÓ bá 
qua trong tÝnh to¸n øng suÊt hoÆc néi lùc. 

Ngoµi c¸c kÕt cÊu lµm b»ng vËt liÖu ®ång chÊt, ®¼ng híng Lý thuyÕt ®µn håi 
còng nghiªn cøu øng xö cña kÕt cÊu lµm b»ng vËt liÖu kh«ng ®ång chÊt, trùc híng 
hoÆc thËm chÝ dÞ híng, vÝ dô nh kÕt cÊu lµm b»ng vËt liÖu compozit, kÕt cÊu èng lµm 
b»ng nhiÒu líp vËt liÖu, ®Ëp cïng lµm viÖc víi nÒn v.v...  

Trong thùc tÕ, ®a phÇn c¸c tÝnh to¸n thiÕt kÕ trong thuû lîi vÉn cho phÐp xem øng 
xö cña kÕt cÊu lµ ®µn håi tuyÕn tÝnh. Do vËy, trong môc nµy chñ yÕu sÏ tr×nh bµy Lý 
thuyÕt ®µn håi tuyÕn tÝnh. 

 

2.6.2. Ph¬ng tr×nh c¬ b¶n vµ ph¬ng ph¸p gi¶i 
§Ó x¸c ®Þnh hµm biÓu diÔn c¸c thµnh phÇn øng suÊt, biÕn d¹ng vµ chuyÓn vÞ theo 

ph¬ng cña c¸c trôc to¹ ®é x, y, z bªn trong kÕt cÊu Lý thuyÕt ®µn håi x©y dùng c¸c 
ph¬ng tr×nh biÓu diÔn quan hÖ gi÷a c¸c ®¹i lîng nµy vµ gäi lµ ph¬ng tr×nh c¬ b¶n 
cña lý thuyÕt ®µn håi. 

1. Ph¬ng tr×nh c©n b»ng  
Ph¬ng tr×nh c©n b»ng biÓu diÔn c©n b»ng lùc gi÷a c¸c thµnh phÇn øng suÊt t¸c 

dông trªn c¸c mÆt vµ cêng ®é cña lùc ph©n bè thÓ tÝch X, Y, Z t¸c dông bªn trong mét 
ph©n tè h×nh hép cã ph¸p tuyÕn cña c¸c mÆt trïng víi ph¬ng cña c¸c trôc to¹ ®é x, y, z 
vµ cã kÝch thíc rÊt nhá (chiÒu dµi c¹nh lµ dx, dy vµ dz) ®îc t¸ch ra ë ®iÓm bÊt kú bªn 
trong kÕt cÊu (h×nh 2.6.1). Trong lý thuyÕt ®µn håi ph©n tè h×nh hép ®îc sö dông ®Ó 
®¹i diÖn cho mét ®iÓm bªn trong kÕt cÊu. Gi¶ thiÕt c¸c thµnh phÇn øng suÊt cã chiÒu 
d¬ng nh biÓu diÔn trong h×nh vÏ, cßn X, Y, Z cã chiÒu d¬ng lµ chiÒu cña c¸c trôc 
to¹ ®é. 

Tõ ®iÒu kiÖn c©n b»ng lùc theo c¸c ph¬ng X 0; Y 0; Z 0= = =∑ ∑ ∑  rót ra: 

  

yxx zx

xy y zy

yzxz z

X 0
x y z

Y 0
x y z

Z 0
x y z

∂τ∂σ ∂τ
+ + + =

∂ ∂ ∂
∂τ ∂σ ∂τ

+ + + =
∂ ∂ ∂

∂τ∂τ ∂σ
+ + + =

∂ ∂ ∂

 (2.6.1) 
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H×nh 2.6.1: øng suÊt vµ lùc t¸c dông vµo ph©n tè h×nh hép 

 
Trêng hîp lùc thÓ tÝch lµ lùc qu¸n tÝnh th× gi¸ trÞ cña chóng ®îc x¸c ®Þnh b»ng 

c¸c c«ng thøc: 

  

2

2

2

2

2

2

u
X

t

v
Y

t

w
Z

t

∂
= −ρ

∂

∂
= −ρ

∂

∂
= −ρ

∂

 (2.6.2) 

trong ®ã ρ lµ khèi lîng riªng cña vËt liÖu kÕt cÊu, cßn c¸c ®¹o hµm bËc 2 cña c¸c 
thµnh phÇn chuyÓn vÞ theo thêi gian lµ c¸c thµnh phÇn gia tèc chuyÓn ®éng theo c¸c 
ph¬ng x, y vµ z. 

 

2. Ph¬ng tr×nh h×nh häc vµ ®iÒu kiÖn liªn tôc cña biÕn d¹ng 
Ph¬ng tr×nh h×nh häc biÓu diÔn quan hÖ gi÷a c¸c thµnh phÇn biÕn d¹ng cña khèi 

h×nh hép cã c¸c mÆt song song víi c¸c trôc x, y, z ®îc t¸ch ra ë ®iÓm bÊt kú bªn trong 
kÕt cÊu vµ c¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ t¹i ®iÓm ®ã.  

Gi¶ thiÕt chuyÓn vÞ cña kÕt cÊu rÊt nhá so víi kÝch thíc cña kÕt cÊu (gi¶ thiÕt thø 
ba trong môc 2.6.1) th× c¸c thµnh phÇn biÕn d¹ng ®îc tÝnh tõ c¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ 
b»ng c«ng thøc: 

   
x y z

xy yz zx

u v w
; ; ;

x y z

v u w v u w
; ;

x y y z z x

∂ ∂ ∂
ε = ε = ε =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

γ = + γ = + γ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (2.6.3) 
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trong ®ã: 

εx, εy, εz - biÕn d¹ng th¼ng cña c¸c c¹nh ph©n tè h×nh hép song song víi c¸c trôc  
      x, y, z; 

γxy, γyz, γzx - biÕn d¹ng gãc ë ®Ønh cña c¸c mÆt xy, yz, zx cña ph©n tè h×nh hép; 

u, v, w - chuyÓn vÞ däc theo c¸c trôc x, y, z ë ®iÓm t¸ch khèi hép.  

 
 

 
 

H×nh 2.6.2: BiÕn d¹ng cña mÆt xy cña ph©n tè h×nh hép 
 

3. Ph¬ng tr×nh vËt lý 
Ph¬ng tr×nh vËt lý biÓu diÔn quan hÖ gi÷a c¸c thµnh phÇn biÕn d¹ng vµ c¸c thµnh 

phÇn øng suÊt ë ®iÓm bÊt kú bªn trong kÕt cÊu. Trêng hîp vËt liÖu kÕt cÊu tu©n theo 
®Þnh luËt Hóc nh nªu trong gi¶ thiÕt hai ë môc 2.6.1 th× biÕn d¹ng ®îc tÝnh tõ øng 
suÊt theo c«ng thøc: 

  

( )

( )

( )

x
x y z

y
y z x

z
z x y

xy
xy

yz
yz

zx
zx

E E

E E

E E

;
G

;
G

G

σ µ
ε = − σ + σ

σ µ
ε = − σ + σ

σ µ
ε = − σ + σ

τ
γ =

τ
γ =

τ
γ =

 (2.6.4) 

hoÆc ngîc l¹i øng suÊt ®îc tÝnh tõ biÕn d¹ng theo c«ng thøc: 
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x x xy xy

y y yz yz

z z zx zx

2G ; G

2G ; G

2G ; G

σ = λθ + ε τ = γ

σ = λθ + ε τ = γ

σ = λθ + ε τ = γ

 (2.6.5) 

trong ®ã: 

E - m« ®un ®µn håi (m« ®un I©ng) cña vËt liÖu; 

µ - hÖ sè biÕn d¹ng ngang (hÖ sè Po¸t-x«ng) cña vËt liÖu. C¶ hai hÖ sè nµy ®Òu ®îc  
 x¸c ®Þnh b»ng thÝ nghiÖm; 

G - m« ®un ®µn håi c¾t x¸c ®Þnh b»ng thùc nghiÖm hoÆc tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  
( )
E

G
2 1

=
+ µ

 (2.6.6) 

λ - h»ng sè La-mª ®îc tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  
( )( )

E

1 1 2

µ
λ =

+ µ − µ
 (2.6.7) 

θ - biÕn d¹ng thÓ tÝch t¬ng ®èi tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  x y zθ = ε + ε + ε    (2.6.8) 

Trêng hîp kÕt cÊu bÞ biÕn d¹ng do thay ®æi nhiÖt ®é th× ph¶i bæ xung vµo vÕ ph¶i 
cña 3 ph¬ng tr×nh ®Çu trong hÖ ph¬ng tr×nh (2.6.4) thµnh phÇn biÕn d¹ng d∙n në hoÆc 

co ngãt do nhiÖt ®é α(T – T0). V× biÕn ®æi nhiÖt ®é chØ g©y biÕn ®æi thÓ tÝch (biÕn d¹ng 
th¼ng), kh«ng g©y biÕn ®æi h×nh d¸ng cña vËt thÓ (biÕn d¹ng gãc) nªn 3 ph¬ng tr×nh 
sau cña ph¬ng tr×nh vËt lý vÉn gi÷ nguyªn. Cô thÓ lµ: 

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x
x y z 0

y
y z x 0

z
z x y 0

xy
xy

yz
yz

zx
zx

T T
E E

T T
E E

T T
E E

;
G

;
G

G

σ µ
ε = − σ + σ + α −

σ µ
ε = − σ + σ + α −

σ µ
ε = − σ + σ + α −

τ
γ =

τ
γ =

τ
γ =

 (2.6.9) www.vn
co

ld.
vn

www.vn
co

ld.
vn



236         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

trong ®ã:  

α - hÖ sè d∙n në nhiÖt cña vËt liÖu kÕt cÊu; 

T - nhiÖt ®é t¹i thêi ®iÓm tÝnh to¸n; 

T0 - nhiÖt ®é ë thêi ®iÓm ban ®Çu.  
 

CÇn nãi thªm ë ®©y lµ ë ®iÒu kiÖn nhiÖt ®é cao c¸c h»ng sè vËt liÖu E, µ, α lµ c¸c 
hµm phô thuéc vµo nhiÖt ®é. 

 

4. Ph¬ng tr×nh liªn tôc  
NÕu trong qu¸ tr×nh biÕn d¹ng bªn trong kÕt cÊu kh«ng ph¸t sinh khe nøt th× biÕn 

d¹ng cña kÕt cÊu ®îc gäi lµ liªn tôc. Lóc nµy c¸c thµnh phÇn biÕn d¹ng sÏ tho¶ m∙n hÖ 
6 ph¬ng tr×nh, ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh liªn tôc cña biÕn d¹ng: 

  

2 22
y xyx

2 2

2 22
y yzz

2 2

2 2 2
z x zx

2 2

2
xy yzzx x

2
xy yz yzx

2
yz xyzx x

x yy x

y zz y

z xx z

2
x y z x y z

2
y z x y z x

2
z x y z x y

∂ ε ∂ γ∂ ε
+ =

∂ ∂∂ ∂

∂ ε ∂ γ∂ ε
+ =

∂ ∂∂ ∂

∂ ε ∂ ε ∂ γ
+ =

∂ ∂∂ ∂
∂γ ∂γ ∂γ ∂ ε∂

+ − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂γ ∂γ ∂ ε ∂γ∂
+ − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂γ ∂γ ∂γ ∂ ε∂
+ − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (2.6.10) 

 

5. §iÒu kiÖn biªn 
 

 
 

H×nh 2.6.3: §iÒu kiÖn biªn vÒ lùc vµ ®iÒu kiÖn biªn vÒ chuyÓn vÞ 
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VÒ nguyªn t¾c, tõ 15 ph¬ng tr×nh trong c¸c hÖ ph¬ng tr×nh c©n b»ng (2.6.1), 
h×nh häc (2.6.3) vµ vËt lý (2.6.4) hoÆc (2.6.5) cã thÓ gi¶i t×m 15 Èn lµ 6 thµnh phÇn øng 

suÊt σx, σy, σz, τxy, τyz, τzx, 3 thµnh phÇn chuyÓn vÞ u, v, w vµ 6 thµnh phÇn biÕn d¹ng  

εx, εy, εz, γxy, γyz, γzx. Trêng hîp biÕn d¹ng cña kÕt cÊu lµ liªn tôc th× c¸c thµnh phÇn 

biÕn d¹ng ph¶i tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh liªn tôc (2.6.10). Song v× c¸c ph¬ng tr×nh trªn lµ 
c¸c ph¬ng tr×nh vi ph©n nªn ®Ó t×m ®îc nghiÖm riªng cßn cÇn biÕt ®iÒu kiÖn biªn. 
§©y lµ c¸c rµng buéc cña c¸c Èn trªn biªn. Rµng buéc vÒ øng suÊt trªn biªn lµ øng suÊt 
ë c¸c ®iÓm nµy ph¶i c©n b»ng víi t¶i träng t¸c dông trªn biªn. Rµng buéc vÒ chuyÓn vÞ 
trªn biªn lµ chuyÓn vÞ ë c¸c ®iÓm trªn biªn cã liªn kÕt ph¶i b»ng dÞch chuyÓn bÞ h¹n chÕ 
bëi liªn kÕt t¹i ®ã.  

§iÒu kiÖn biªn vÒ lùc t¹i ®iÓm bÊt kú trªn bÒ mÆt biªn Sp chÞu t¸c dông cña t¶i 

träng ph©n bè p cã ph¬ng bÊt kú (h×nh 2.6.2): 

   

x x xy xz

y yx y yz

z zx zy z

p m n

p m n

p m n

= σ + τ + τ

= τ + σ + τ

= τ + τ + σ







 (2.6.11) 

trong ®ã: 

px, py, pz - h×nh chiÕu cña p trªn c¸c trôc x, y, z; 

, m, n - cosin chØ ph¬ng cña ph¸p tuyÕn ν víi mÆt biªn t¹i ®iÓm ®Æt t¶i träng p. 

§iÒu kiÖn biªn vÒ chuyÓn vÞ trªn  bÒ mÆt biªn Su nèi cøng víi nÒn vµ nÒn ®îc coi 

lµ kh«ng bÞ biÕn d¹ng ë mäi ®iÓm trªn Su ®Òu cã u = v = w = 0. 
 

6. §iÒu kiÖn ban ®Çu 
Víi bµi to¸n ®éng lùc häc, ®Ó x¸c ®Þnh nghiÖm cßn ph¶i dïng ®iÒu kiÖn ban ®Çu. 

§ã lµ c¸c gi¸ trÞ vÒ chuyÓn vÞ hoÆc vËn tèc t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu cña chuyÓn ®éng (t = 0), 
vÝ dô: 

  u = u0, v = v0, w = w0 v.v... 
 

7. Ph¬ng ph¸p gi¶i 
Víi bµi to¸n tÜnh, ®Ó t×m øng suÊt hoÆc chuyÓn vÞ cña kÕt cÊu Lý thuyÕt ®µn håi  

thêng chän mét trong hai ph¬ng ph¸p: 

a. Gi¶i theo øng suÊt 
Tõ c¸c hÖ ph¬ng tr×nh trªn biÕn ®æi ®Ó cßn 6 ph¬ng tr×nh chØ chøa Èn lµ 6 thµnh 

phÇn øng suÊt, tõ ®ã gi¶i t×m hµm biÓu diÔn 6 thµnh phÇn nµy: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2
2

x 2

2
2

y 2

2
2

z 2

2
2

xy

2
yz

1X X Y Z
1 2 1

x 1 x y zx

1Y X Y Z
1 2 1

y 1 x y zy

1Z X Y Z
1 2 1

z 1 x y zz

X Y
1 1

x y y x

1

µ + µ  ∂ σ ∂ ∂ ∂ ∂
+ µ ∇ σ + = − + µ − + + ∂ − µ ∂ ∂ ∂∂  

µ + µ  ∂ σ ∂ ∂ ∂ ∂
+ µ ∇ σ + = − + µ − + + ∂ − µ ∂ ∂ ∂∂  

µ + µ  ∂ σ ∂ ∂ ∂ ∂
+ µ ∇ σ + = − + µ − + + ∂ − µ ∂ ∂ ∂∂  

 ∂ σ ∂ ∂
+ µ ∇ τ + = − + µ + ∂ ∂ ∂ ∂ 

+ µ ∇ τ ( )

( ) ( )

2

2
2

zx

Y Z
1

y z z y

Z X
1 1

z x x z

 ∂ σ ∂ ∂
+ = − + µ + ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ σ ∂ ∂ + µ ∇ τ + = − + µ + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (2.6.12) 

trong ®ã: 

 

x y z

2 2 2
2

2 2 2x y z

σ = σ +σ + σ

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

     

 

b. Gi¶i theo chuyÓn vÞ 
Tõ c¸c hÖ ph¬ng tr×nh trªn biÕn ®æi ®Ó cßn 3 ph¬ng tr×nh chØ chøa Èn lµ 3 thµnh 

phÇn chuyÓn vÞ (2.6.13), tõ ®ã gi¶i t×m hµm biÓu diÔn 3 thµnh phÇn nµy. 

  

2

2

2

( G) G u X 0
x

( G) G v Y 0
y

( G) G w Z 0
z

∂θ
λ + + ∇ + =

∂
∂θ

λ + + ∇ + =
∂
∂θ

λ + + ∇ + =
∂

 (2.6.13) 

Do khã kh¨n vÒ mÆt to¸n häc nªn sè bµi to¸n cã thÓ gi¶i trùc tiÕp tõ c¸c ph¬ng 
tr×nh trªn b»ng c¸c ph¬ng ph¸p gi¶i tÝch chØ h¹n chÕ ë nh÷ng kÕt cÊu cã d¹ng h×nh häc, 
t¶i träng vµ ®iÒu kiÖn rµng buéc trªn biªn kh«ng phøc t¹p. Víi nhiÒu bµi to¸n, ®Ó gi¶i 
®îc b»ng ph¬ng ph¸p gi¶i tÝch ph¶i ®a thªm vµo mét sè gi¶ thiÕt kh«ng thËt phï hîp 
víi thùc tÕ, vÝ dô ®Ëp träng lùc hoÆc trô ®ì cöa van cung ph¶i xem lµ nªm tam gi¸c dµi 
v« h¹n, nÒn ph¶i coi lµ ®ång chÊt, ®¼ng híng v.v... §Ó më réng ph¹m vi øng dông 
nhiÒu ph¬ng ph¸p gÇn ®óng hoÆc ph¬ng ph¸p sè ®∙ ®îc ph¸t triÓn, vÝ dô ph¬ng 
ph¸p Ritz, ph¬ng ph¸p Bubnov-Galerkin, ph¬ng ph¸p sai ph©n, ph¬ng ph¸p phÇn tö 
h÷u h¹n (PTHH), ph¬ng ph¸p phÇn tö biªn v.v... C¸c ph¬ng ph¸p nµy sÏ ®îc tr×nh 
bµy ë môc 2.11. 
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2.6.3. Bµi to¸n ph¼ng  

2.6.3.1. Kh¸i niÖm vµ ph©n lo¹i   

Trong thùc tÕ c«ng tr×nh, øng víi mét sè kÕt cÊu cã d¹ng h×nh häc vµ t¶i träng 
nhÊt ®Þnh øng suÊt hoÆc biÕn d¹ng theo mét ph¬ng nµo ®ã, gi¶ sö ph¬ng z, cã gi¸ trÞ 
b»ng 0 hoÆc gÇn nh b»ng 0. Lóc nµy chØ cßn l¹i c¸c thµnh phÇn øng suÊt hoÆc biÕn 
d¹ng n»m trong mét mÆt ph¼ng (mÆt xy).  

Trêng hîp c¸c thµnh phÇn øng suÊt theo mét ph¬ng b»ng 0 ta cã bµi to¸n øng 
suÊt ph¼ng. VÝ dô trô ®Ëp hoÆc trô cèng (h×nh 2.6.4 a) cã bÒ dµy (ph¬ng z) kh¸ nhá so 
víi  kÝch thíc theo ph¬ng chiÒu dµi (ph¬ng x) vµ chiÒu cao (ph¬ng y). Do vËy, khi 
chÞu t¸c dông cña t¶i träng n»m trong mÆt trung b×nh cña trô (mÆt xy) øng suÊt theo 
ph¬ng  z gÇn nh b»ng 0, nªn trô cã thÓ coi nh thuéc bµi to¸n øng suÊt ph¼ng.  

Trêng hîp c¸c thµnh phÇn biÕn d¹ng theo mét ph¬ng b»ng 0 ta cã bµi to¸n  
biÕn d¹ng ph¼ng. VÝ dô ®Ëp ng¨n  (h×nh 2.6.4 b) cã kÝch thíc theo ph¬ng trôc ®Ëp 
(ph¬ng z) rÊt lín so víi kÝch thíc theo hai ph¬ng kia (x, y), biÕn d¹ng theo ph¬ng 
trôc ®Ëp gÇn nh b»ng 0, nªn ®Ëp cã thÓ coi nh thuéc bµi to¸n biÕn d¹ng ph¼ng. Víi 
kÕt cÊu ë bµi to¸n biÕn d¹ng ph¼ng khi tÝnh to¸n cã thÓ xÐt phÇn kÕt cÊu ®¹i diÖn cã 
chiÒu dµi 1 m theo ph¬ng cã biÕn d¹ng b»ng 0, vÝ dô ë bµi to¸n ®Ëp lµ ®o¹n ®Ëp dµi  
1 m theo ph¬ng trôc ®Ëp. 

 

 
 

H×nh 2.6.4 a: Trô cèng                                      H×nh 2.6.4 b: §Ëp 

 

2.6.3.2. Ph¬ng tr×nh c¬ b¶n trong hÖ to¹ ®é vu«ng gãc  
Trong hÖ to¹ ®é vu«ng gãc c¸c ph¬ng tr×nh c¬ b¶n dïng ®Ó gi¶i bµi to¸n øng 

suÊt ph¼ng vµ biÕn d¹ng ph¼ng cã d¹ng: 

1. Ph¬ng tr×nh c©n b»ng 

  

yxx

xy y

X 0
x y

Y 0
x y

∂τ∂σ
+ + =

∂ ∂
∂τ ∂σ

+ + =
∂ ∂

 (2.6.14) 
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2. Ph¬ng tr×nh h×nh häc 

  

x

y

xy

u

x
v

y

v u

x y

∂
ε =

∂
∂

ε =
∂
∂ ∂

γ = +
∂ ∂

 (2.6.15) 

3. Ph¬ng tr×nh liªn tôc 

  
2 22

y xyx
2 2 x yy x

∂ ε ∂ γ∂ ε
+ =

∂ ∂∂ ∂
 (2.6.16) 

4. Ph¬ng tr×nh vËt lý 

  

x
x y

y
y x

xy
xy

E E

E E

G

σ µ
ε = − σ

σ µ
ε = − σ

τ
γ =

 (2.6.17) 

hoÆc 

  

( )

( )

x x y2

y y x2

xy xy

E

1

E

1

G

σ = ε − µε
− µ

σ = ε − µε
− µ

τ = γ

 (2.6.18) 

Chó ý lµ c¸c ph¬ng tr×nh (2.6.17) vµ (2.6.18) ®îc viÕt cho bµi to¸n øng suÊt 
ph¼ng. Víi bµi to¸n biÕn d¹ng ph¼ng ph¶i thay E vµ µ b»ng c¸c trÞ t¬ng ®¬ng sau: 

  
2

E
E

1

1

=
− µ
µ

µ =
− µ

 (2.6.19) 

 

2.6.3.3. Ph¬ng tr×nh c¬ b¶n trong hÖ to¹ ®é cùc 
§Ó tiÖn cho viÖc gi¶i, víi c¸c kÕt cÊu cã d¹ng h×nh häc, chÞu t¶i träng vµ liªn  

kÕt ®èi xøng trôc hoÆc kÕt cÊu cã d¹ng h×nh nªm chÞu t¶i tËp trung ë ®Ønh v.v... c¸c 
ph¬ng tr×nh c©n b»ng, h×nh häc, liªn tôc, vËt lý thêng ®îc thiÕt lËp trong hÖ to¹ ®é 
cùc (h×nh 2.6.5). 
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            H×nh 2.6.5: C¸c thµnh phÇn øng suÊt t¹i mét ®iÓm trong hÖ to¹ ®é cùc 
 

Cho c¶ bµi to¸n øng suÊt ph¼ng vµ biÕn d¹ng ph¼ng c¸c ph¬ng tr×nh c¬ b¶n ®Òu 
cã thÓ viÕt chung ë d¹ng sau: 

1. Ph¬ng tr×nh c©n b»ng 

  

r rr

r r

1
R 0

r r r
1

2 Q 0
r r r

θ θ

θ θ θ

∂τ σ − σ∂σ
+ + =

∂ ∂θ
∂σ ∂τ τ

+ + + =
∂θ ∂

 (2.6.20) 

trong ®ã: 

σr, σθ,τrθ, τθr - øng suÊt ph¸p theo ph¬ng ®êng kÝnh (híng kÝnh), øng suÊt ph¸p  
    theo ph¬ng tiÕp tuyÕn víi chu vi (híng vßng) vµ øng suÊt tiÕp trªn  
    c¸c mÆt cã ph¸p tuyÕn theo ph¬ng híng kÝnh vµ híng vßng; 

R, Q - lùc ph©n bè thÓ tÝch theo ph¬ng híng kÝnh vµ ph¬ng híng vßng. 
 

2. Ph¬ng tr×nh h×nh häc 

  

r
u

r
1 v u

r r
v v 1 u

r r r

θ

θ

∂
ε =

∂
∂

ε = +
∂θ

∂ ∂
ε = − +

∂ ∂θ

 (2.6.21) 

trong ®ã:  

u, v - chuyÓn vÞ theo ph¬ng híng kÝnh vµ chuyÓn vÞ theo ph¬ng híng vßng. 
 

3. Ph¬ng tr×nh liªn tôc  

  
22 2 2

r
r2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1

r r r rr r r r r
θ

θ
    ∂ γ∂ ∂ ∂ ∂

− + ε + − − ε =      ∂ ∂ ∂θ∂θ ∂ ∂θ   
 (2.6.22) 
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4. Ph¬ng tr×nh vËt lý 

  

r
r

r
r

E E

E E

G

ς

θ
θ θ

θ
θ

σ µ
ε = − σ

σ µ
ε = − σ

τ
γ =

  (2.6.23) 

Víi bµi to¸n biÕn d¹ng ph¼ng chØ viÖc thay E vµ µ trong (2.6.23) b»ng c¸c trÞ 
t¬ng ®¬ng biÓu diÔn trong (2.6.19). 

 

2.6.3.4. Hµm øng suÊt 
 

Hµm øng suÊt lµ hµm tháa m∙n ®iÒu kiÖn liªn tôc cña biÕn d¹ng (2.6.16) biÓu diÔn 
qua øng suÊt vµ ®îc sö dông ®Ó gi¶i bµi to¸n ph¼ng cña Lý thuyÕt ®µn håi theo øng 
suÊt. NÕu gäi ϕ lµ hµm øng suÊt th× víi trêng hîp lùc ph©n bè thÓ tÝch b»ng h»ng sè,  

vÝ dô X = 0, Y = γb c¸c thµnh phÇn øng suÊt ®îc x¸c ®Þnh nh sau: 
 

1. Trong hÖ to¹ ®é vu«ng gãc 
 

+  C«ng thøc tÝnh øng suÊt tõ hµm øng suÊt: 

  

2

x 2

2

y 2

2

xy b

y

x

x
x y

∂ ϕ
σ =

∂

∂ ϕ
σ =

∂

∂ ϕ
τ = − − γ

∂ ∂

 (2.6.24) 

+  Ph¬ng tr×nh liªn tôc cña biÕn d¹ng ®îc biÓu diÔn qua øng suÊt: 

   ( )
2 2

x y2 2
0

x y

 ∂ ∂
+ σ + σ =  ∂ ∂ 

            

hoÆc qua hµm øng suÊt sau khi thay σx, σy ®îc x¸c ®Þnh tõ (2.6.24): 

  
4 4 4

4 2 2 4
2 0

x x y y

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
 (2.6.25) 

 

2. Trong hÖ to¹ ®é cùc 
 

+  C«ng thøc tÝnh øng suÊt tõ hµm øng suÊt:  
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2

r 2 2

2

2

xy

1 1

r r r

r
1

r r

θ

∂ϕ ∂ ϕ
σ = +

∂ ∂θ

∂ ϕ
σ =

∂
∂ ∂ϕ τ = −  ∂ ∂θ 

 (2.6.26) 

+  §iÒu kiÖn liªn tôc vÒ biÕn d¹ng ®îc biÓu diÔn qua hµm øng suÊt: 

  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
0

r r r rr r r r

  ∂ ∂ ∂ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ ϕ
+ + + + =    ∂ ∂∂ ∂θ ∂ ∂θ  

 (2.6.27) 

C¸c ph¬ng tr×nh (2.6.25) vµ (2.6.27) lµ c¸c ph¬ng tr×nh song ®iÒu hoµ, cßn hµm 
øng suÊt tho¶ m∙n c¸c ph¬ng tr×nh nµy ®îc gäi lµ hµm song ®iÒu hoµ. 

 

2.6.3.5. Mét sè lêi gi¶i liªn quan ®Õn kÕt cÊu c«ng tr×nh thñy  lîi 

1. §Ëp bª t«ng träng lùc mÆt c¾t tam gi¸c chÞu t¸c dông cña träng lîng 
b¶n th©n víi träng lîng riªng γb vµ ¸p lùc níc thîng lu víi träng 
lîng riªng γn (h×nh 2.6.6)  

 

 
H×nh 2.6.6: §Ëp chÞu t¸c dông cña t¶i träng b¶n th©n vµ ¸p lùc níc thîng lu 

 
 

§Ëp thuéc bµi to¸n biÕn d¹ng ph¼ng, do vËy khi gi¶i cã thÓ lÊy mét ®o¹n ®Ëp 
chiÒu dµi 1 m theo ph¬ng trôc ®Ëp lµm ®¹i diÖn. PhÇn ®Ëp nµy ®îc coi lµ nªm dµi v« 
h¹n víi gãc ®Ønh lµ α. Bµi to¸n ®îc gi¶i trong hÖ to¹ ®é vu«ng gãc. Hµm øng suÊt tho¶ 
m∙n ph¬ng tr×nh song ®iÒu hoµ (2.6.25) ®îc chän lµ hµm bËc 3: 

  2 2 2D C F K
x x y xy y

6 2 2 6
ϕ = + + +  

trong ®ã c¸c hÖ sè D, E, F, K ®îc x¸c ®Þnh tõ  ®iÒu kiÖn biªn: 
 

+  Trªn mÆt thîng lu khi chØ cã ¸p lùc níc theo ph¬ng n»m ngang: 

  
x xy

xy y

sin cos 0

sin cos 0

σ α − τ α =

τ α − σ α =
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+  Trªn mÆt h¹ lu (kh«ng cã t¶i träng theo ph¬ng ph¸p tuyÕn vµ tiÕp tuyÕn):  

  
x n

xy

y

0

σ = −γ

τ =
             

Tõ c«ng thøc (2.6.24) vµ c¸c ®iÒu kiÖn biªn x¸c ®Þnh ®îc c¸c thµnh phÇn øng 
suÊt ë ®iÓm bÊt kú trong th©n ®Ëp: 

  ( ) ( )
( )

x n

3 2
y b n n b

2
xy n

y

tg 2 tg x tg y

tg x

σ = −γ

σ = γ α − γ α + γ α − γ

τ = − γ α

 (2.6.28) 

Cã thÓ thÊy σy cã d¹ng gièng nh tÝnh trong Søc bÒn vËt liÖu (SBVL), τxy kh¸c víi 

kÕt qu¶ tÝnh trong Søc bÒn vËt liÖu, cßn σx kh«ng tÝnh ®îc trong SBVL. BiÓu ®å cña ba 
øng suÊt nµy trªn mÆt c¾t y cña ®Ëp ®îc biÓu diÔn trong h×nh 2.6.6.  

 

2. §Ëp mÆt c¾t tam gi¸c chÞu t¸c dông cña lùc tËp trung P vµ m« men tËp 
trung M ë ®Ønh (h×nh 2.6.7)  
 

 
 

H×nh 2.6.7: §Ëp chÞu t¸c dông cña lùc tËp trung vµ m« men tËp trung ë ®Ønh 
 

Gièng nh ë bµi to¸n trªn khi gi¶i còng xÐt ®o¹n ®Ëp cã chiÒu dµi 1 m däc theo 

ph¬ng trôc ®Ëp. §Ëp ®îc coi lµ nªm dµi v« h¹n víi gãc ®Ønh lµ α. Bµi to¸n ®îc gi¶i 
trong hÖ to¹ ®é cùc theo ph¬ng ph¸p céng t¸c dông: 

+  Bµi to¸n 1 - Trêng hîp ®Ëp chØ chÞu t¸c dông cña lùc tËp trung P: Hµm øng suÊt 
tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh song ®iÒu hoµ (2.6.27) ®îc chän ë d¹ng: 

  Cr cos Dr sinϕ = θ θ + θ θ  

Víi hµm øng suÊt nµy c¸c øng suÊt σθ = τrθ = 0. Hai h»ng sè tÝch ph©n C vµ D 

®îc x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn c©n b»ng lùc theo 2 ph¬ng x, y cña øng suÊt σr trªn mÆt trô 
b¸n kÝnh r víi t¶i träng P (h×nh 2.6.7): 
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r

r

r cos d P cos

r sin d P sin

+α

−α
+α

−α

σ θ θ = − β

σ θ θ = − β

∫

∫
                                                                                           

KÕt qu¶ t×m ®îc: 

  

( ) ( )r

r

2P cos cos 2P sin sin

r 2 sin 2 r 2 sin 2

0

0
θ

θ

β θ β θ
σ = −

α + α α − α

σ =

τ =

 (2.6.29) 

 

 +  Bµi to¸n 2 - Trêng hîp ®Ëp chØ chÞu t¸c dông cña m« men tËp trung M: Hµm øng 
suÊt tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh song ®iÒu hoµ (2.6.27) ®îc chän ë d¹ng: 

  A B sinϕ = θ + θ  (2.6.30) 

Víi hµm øng suÊt nµy σθ = 0. Hai h»ng sè tÝch ph©n A vµ B ®îc x¸c ®Þnh tõ ®iÒu 

kiÖn øng suÊt tiÕp trªn hai mÆt nghiªng τrθ = 0 vµ ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña øng suÊt trªn 
mÆt trô b¸n kÝnh r víi m« men M (h×nh 2.6.7).  

KÕt qu¶ t×m ®îc: 

  

( )r 2

r 2

2M sin 2

2sin 2 2 cos2 r

0

M cos2 cos2

sin 2 2 cos2r

θ

θ

θ
σ =

α − α α

σ =

θ − α
τ = −

α − α α

 (2.6.31) 

Chó ý lµ tõ (2.6.29) vµ (2.6.31) cã thÓ t×m c¸c øng suÊt σx, σy, τxy trong hÖ to¹ ®é 
vu«ng gãc oxy b»ng c¸c c«ng thøc tÝnh øng suÊt trªn mÆt nghiªng tr×nh bµy trong Søc 
bÒn vËt liÖu (môc 2.1).  

 

 
 

H×nh 2.6.8: TÝnh ®Ëp träng lùc cã mÆt c¾t thùc b»ng ph¬ng ph¸p céng t¸c dông 
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Phèi hîp c¸c kÕt qu¶ tr×nh bµy trong bµi to¸n 1 vµ 2 cã thÓ x©y dùng lêi gi¶i  
cho cho ®Ëp träng lùc cã mÆt c¾t thùc nh vÏ ë h×nh 2.6.8 b»ng ph¬ng ph¸p céng t¸c 
dông, trong ®ã P vµ M lµ träng lîng vµ m« men cña khèi vËt liÖu ë ®Ønh ®Ëp ngoµi 
phÇn ®Ønh nªm. 

3. Nöa mÆt ph¼ng v« h¹n chÞu lùc tËp trung th¼ng ®øng trªn biªn  
 

 
 

H×nh 2.6.9: Nöa mÆt ph¼ng v« h¹n chÞu t¶i tËp trung  trªn biªn 
 

 

VÒ thùc chÊt ®©y vÉn lµ bµi to¸n biÕn d¹ng ph¼ng cña nªm víi gãc ®Ønh α = π/2. 
Do vËy øng suÊt t¹i ®iÓm bÊt kú trong nöa mÆt ph¼ng vÉn ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc 
(2.6.29). Tuy vËy, ®Ó tiÖn sö dông c«ng thøc tÝnh øng suÊt thêng ®îc chuyÓn vÒ viÕt 
trong hÖ to¹ ®é vu«ng gãc nh sau:  

   

( )

( )

( )

2

x 22 2

3

y 22 2

2

xy 22 2

2P x y

x y

2P y

x y

2P xy

x y

σ = −
π +

σ = −
π +

τ = −
π +

 (2.6.32) 

Tõ (2.6.32) cã thÓ vÏ ®îc biÓu ®å øng suÊt σy vµ τxy trªn mÆt n»m ngang bÊt kú 

c¸ch mÆt nÒn mét kho¶ng y nh ë h×nh 2.6.9. øng suÊt σy ®¹t cùc ®¹i t¹i x = 0 cßn τxy 

®¹t cùc ®¹i t¹i 
y

x
3

= ± . C¸c trÞ nµy ®îc tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  
y

xy

2P P

y 1,57y

2P 9

y 16 3

σ = =
π

τ =
π
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ChuyÓn vÞ th¼ng ®øng t¹i ®iÓm trªn mÆt biªn c¸ch ph¬ng cña t¶i träng mét kho¶ng 
d ®îc tÝnh b»ng c«ng thøc: 

   
( ) ( )22 1 P 1 Pd

v n
E r E

− µ + µ
= −

π
l  (2.6.33) 

4. èng dµy chÞu ¸p lùc ®Òu bªn trong p1 vµ bªn ngoµi thµnh èng p2  
 

 
 

H×nh 2.6.10: èng dµy 
 
 

èng lµm viÖc ë tr¹ng th¸i biÕn d¹ng ph¼ng nªn khi tÝnh to¸n còng c¾t ®o¹n èng cã 
chiÒu dµi 1 m theo chiÒu dµi ®Ó xÐt. Bµi to¸n ®îc gi¶i trong hÖ to¹ ®é cùc. V× mÆt c¾t 
èng vµ t¶i träng t¸c dông cã d¹ng ®èi xøng trôc nªn hµm øng suÊt chØ phô thuéc vµo r 
vµ do ®ã ph¬ng tr×nh liªn tôc (2.6.27) ®îc viÕt ë d¹ng ph¬ng tr×nh vi ph©n thêng: 

   
2 2

2 2

d 1 d d 1 d
0

r dr r drdr dr

  ϕ ϕ
+ + =    

  
 

Hµm øng suÊt tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh nµy cã thÓ lÊy ë d¹ng: 

   2A n r Crϕ = +l  

trong ®ã A vµ C ®îc x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn biªn:  
 

+  T¹i chu vi trong cña èng (r = a):  

  σr = – p1 
+  T¹i chu vi ngoµi cña èng (r = b):  

  σr = – p2 
Tõ c«ng thøc (2.6.26) vµ ®iÒu kiÖn biªn t×m ®îc c«ng thøc tÝnh øng suÊt: 

   

2 22 2
2 1 1 2

r 2 2 2 2 2

2 22 2
2 1 1 2

2 2 2 2 2

p p a p b pa b

b a r b a

p p a p b pa b

b a r b a
θ

− −
σ = +

− −

+ −
σ = +

− −

 (2.6.34) 
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BiÓu ®å øng suÊt σr vµ σθ trªn thµnh èng ®îc vÏ trong h×nh 2.6.10. Trêng hîp 

èng chØ chÞu ¸p lùc bªn trong (p2 = 0), thµnh èng chÞu kÐo vµ øng suÊt kÐo lín nhÊt xuÊt 
hiÖn ë mÐp trong èng: 

  
2 2

1 2 2

a b
p

b a
θ

+
σ =

−
 

 

5. øng suÊt quanh lç khoÐt trßn 
 

 
           

H×nh 2.6.11: øng suÊt quanh lç khoÐt trßn 
 

Gi¶ thiÕt cã b¶n chÞu kÐo bëi lùc ph©n bè ®Òu p theo ph¬ng x, trong b¶n cã mét 
lç khoÐt trßn b¸n kÝnh a, kÝch thíc lç rÊt nhá so víi kÝch thíc cña b¶n (h×nh 2.6.11). 
Bµi to¸n ®îc gi¶i trong hÖ to¹ ®é cùc dùa trªn lêi gi¶i cña bµi to¸n èng dµy tr×nh bµy ë 

phÇn trªn. øng suÊt quanh lç khoÐt ®îc tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  

2 4 2

r 2 4 2

2 4

2 4

4 2

r 4 2

p a p 3a 4a
1 1 cos2

2 2r r r

p a p 3a
1 1 cos2

2 2r r

p 3a 2a
1 sin 2

2 r r

θ

θ

   
σ = − + + − θ      

   
   

σ = + − + θ      
   

 
τ = − − + θ  

 

 (2.6.35) 

Ph©n bè cña øng suÊt ph¸p híng vßng σθ trªn mÆt c¾t th¼ng ®øng ®i qua t©m lç 
khoÐt cã d¹ng nh h×nh 2.6.11. 

 

2.6.4. Bµi to¸n kh«ng gian ®èi xøng trôc  

2.6.4.1. Nöa kh«ng gian v« h¹n chÞu lùc tËp trung th¼ng ®øng trªn mÆt biªn 
Bµi to¸n ®îc gi¶i b»ng ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ trªn c¬ së hÖ ph¬ng tr×nh (2.6.15). 

NghiÖm t×m ®îc cã d¹ng: 
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( )

( )

( )

2

2

2

3

zx Bx
u A

r r zr

zy By
v A

r r zr

z 3G B
w A

G r rr

= +
+

= +
+

 λ +
= + + 

λ +  

 

 

 
H×nh 2.6.12: Nöa kh«ng gian v« h¹n chÞu lùc tËp trung trªn mÆt biªn 

 
 

C¸c thµnh phÇn øng suÊt ®îc x¸c ®Þnh tõ c¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ tõ ph¬ng 
tr×nh vËt lý: 

  

x xy

y yz

z zx

u u v
2G ; G

x y x

v v w
2G ; G

y z y

w w u
2G ; G

z x z

 ∂ ∂ ∂
σ = λθ + τ = + ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
σ = λθ + τ = + ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ σ = λθ + τ = + ∂ ∂ ∂ 

 

C¸c h»ng sè tÝch ph©n A, B ®îc x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn biªn vÒ lùc: 

-  Trªn mÆt biªn (z = 0):  

  τxz = τyz = σz = 0. 
-  C©n b»ng cña P víi øng suÊt t¸c dông trªn nöa mÆt cÇu t©m O, b¸n kÝnh r. 

KÕt qu¶ t×m ®îc lêi gi¶i: 

-  øng suÊt theo ph¬ng th¼ng ®øng t¹i ®iÓm bÊt kú trong nöa kh«ng gian:  

   
3

z 5

3P z

2 r
σ = −

π
 (2.6.34) 

-  ChuyÓn vÞ th¼ng ®øng cña ®iÓm bÊt kú trªn mÆt biªn (z = 0): 

  
( )21 P

w
E r

− µ
=

π
 (2.6.35) 

§©y lµ hai c«ng thøc ®îc sö dông nhiÒu trong tÝnh to¸n c«ng tr×nh. 
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2.6.4.2. Nöa kh«ng gian v« h¹n chÞu lùc ph©n bè ®Òu th¼ng ®øng trªn mÆt biªn 
 

 
 

H×nh 2.6.13: Nöa kh«ng gian v« h¹n chÞu lùc ph©n bè trªn mÆt biªn 
 

Gi¶ thiÕt lùc ph©n bè t¸c dông trªn mÆt biªn trong diÖn tÝch vßng trßn t©m O, b¸n 
kÝnh a (h×nh 2.6.13). C«ng thøc tÝnh to¸n cho trêng hîp nµy cã thÓ suy ra tõ trêng 
hîp trªn b»ng c¸ch lÊy tÝch ph©n c¸c biÓu thøc (2.6.34), (2.6.35) víi  

  dP = q r d ϕ dr  

trªn diÖn tÝch vßng trßn. KÕt qu¶ t×m ®îc: 

+  øng suÊt theo ph¬ng th¼ng ®øng t¹i ®iÓm bÊt kú trong nöa kh«ng gian:  

  

( )

3

z 3
2 2 2

z
q 1

a z

 
 
 σ = −
 
 + 

 (2.6.36) 

+  ChuyÓn vÞ th¼ng ®øng cña ®iÓm bÊt kú trªn mÆt biªn (z = 0): 

  
( )24 1

w qa
E

− µ
=

π
 (2.6.37) 

 

2.6.5. TÊm máng ®µn håi 

2.6.5.1. Kh¸i niÖm vµ gi¶ thiÕt tÝnh to¸n 
TÊm máng lµ kÕt cÊu tÊm cã tû lÖ gi÷a bÒ dµy h vµ kÝch thíc c¹nh ng¾n nhÊt cña 

tÊm b n»m trong ph¹m vi: 

   
1 1 h 1 1

80 100 b 5 8
   ÷ < < ÷   
   

 

MÆt chia ®«i chiÒu dµy cña tÊm ®îc gäi lµ mÆt trung b×nh. Díi t¸c dông cña t¶i 
träng cã ph¬ng vu«ng gãc víi mÆt trung b×nh tÊm bÞ vâng vµ trªn mÆt c¾t vu«ng gãc 

víi mÆt trung b×nh xuÊt hiÖn c¸c néi lùc lµ m« men uèn Mx, My, m« men xo¾n Mxy vµ 

lùc c¾t Qx, Qy (h×nh 2.6.14). Chó ý lµ ký hiÖu néi lùc sö dông ë ®©y kh¸c víi ký hiÖu néi 
lùc sö dông trong Søc bÒn vËt liÖu vµ C¬ häc kÕt cÊu. §iÓm kh¸c biÖt thø nhÊt lµ c¸c 
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chØ sè x vµ y ë ®©y chØ ph¸p tuyÕn cña c¸c mÆt trªn ®ã m« men vµ lùc c¾t t¸c dông  
chø kh«ng ph¶i lµ trôc quay cña m« men hay ph¬ng cña lùc c¾t. §iÓm kh¸c biÖt thø 
hai lµ néi lùc kh«ng ®îc tÝnh cho toµn bé chiÒu dµi mÆt c¾t ngang cña tÊm cã ph¸p 
tuyÕn song song víi ph¬ng cña trôc x hoÆc trôc y mµ chØ cho mét ®¬n vÞ chiÒu dµi  
quy íc lµ 1 m. 

§Ó x©y dùng ph¬ng tr×nh tÝnh tÊm ngoµi c¸c gi¶ thiÕt nªu ë môc 2.6.1 cßn ®a 
vµo thªm mét sè gi¶ thiÕt sau: 

+  Ph¸p tuyÕn cña mÆt trung b×nh tríc khi tÊm chÞu uèn vÉn gi÷ vu«ng gãc víi mÆt 
trung b×nh sau khi tÊm bÞ uèn (gi¶ thiÕt KiÕc-khèp). 

+  T¶i träng cã ph¬ng vu«ng gãc víi mÆt trung b×nh kh«ng g©y biÕn d¹ng kÐo hoÆc 
nÐn trong mÆt trung b×nh cña tÊm.  

+  Kh«ng xÐt øng suÊt ph¸p vµ biÕn d¹ng theo ph¬ng vu«ng gãc víi mÆt trung b×nh 
cña tÊm.  

 

 
 

H×nh 2.6.14: Néi lùc trªn mÆt c¾t ngang cña tÊm 
 

2.6.5.2. Ph¬ng tr×nh c¬ b¶n  

1. Ph¬ng tr×nh c©n b»ng biÓu diÔn quan hÖ gi÷a néi lùc trªn mÆt c¾t ngang cña 
tÊm víi nhau vµ víi t¶i träng ph©n bè cã ph¬ng vu«ng gãc víi mÆt trung b×nh:  

   

yxx
x

xy y
y

yx

MM
Q 0

x y

M M
Q 0

x y

QQ
q 0

x y

∂∂
+ − =

∂ ∂
∂ ∂

+ − =
∂ ∂

∂∂
+ + =

∂ ∂
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hoÆc thu vÒ mét ph¬ng tr×nh b»ng c¸ch rót Qx, Qy tõ 2 ph¬ng tr×nh ®Çu thay vµo 
ph¬ng tr×nh thø 3: 

  
2 22

xy yx
2 2

M MM
2 q

x yx y

∂ ∂∂
+ + = −

∂ ∂∂ ∂
 (2.6.38) 

 

2. Ph¬ng tr×nh h×nh häc 
 

Tõ gi¶ thiÕt KiÕc-khèp, do ph¸p tuyÕn cña mÆt trung b×nh vÉn gi÷ vu«ng gãc  
víi mÆt trung b×nh sau biÕn d¹ng nªn chuyÓn vÞ u vµ v t¹i ®iÓm bÊt kú n»m trªn mÆt 
song song víi mÆt trung b×nh vµ c¸ch mÆt trung b×nh mét ®o¹n z ®îc x¸c ®Þnh b»ng 
c«ng thøc: 

   

w
u z

x
w

v z
y

∂
= −

∂
∂

= −
∂

 

trong ®ã w lµ ®é vâng cña tÊm. 
 

V× bá qua biÕn d¹ng theo ph¬ng vu«ng gãc víi mÆt trung b×nh cña tÊm nªn 
ph¬ng tr×nh h×nh häc cña tÊm cã d¹ng t¬ng tù (2.6.17) nh ë bµi to¸n ph¼ng. NÕu 
thay u, v x¸c ®Þnh nh ë trªn vµo (2.6.17) ®îc ph¬ng tr×nh h×nh häc biÓu diÔn qua  
®é vâng: 

  

2

x 2

2

y 2

2

xy

w
z

x

w
z

y

w
2z

x y

∂
ε = −

∂

∂
ε = −

∂

∂
γ =

∂ ∂

 (2.6.39) 

            

3. Ph¬ng tr×nh vËt lý 
 

V× vËt liÖu cña tÊm ®îc gi¶ thiÕt tu©n theo ®Þnh luËt Hóc, ®ång thêi bá qua  
øng suÊt vµ biÕn d¹ng theo ph¬ng vu«ng gãc víi mÆt trung b×nh nªn quan hÖ gi÷a  
øng suÊt vµ biÕn d¹ng cña tÊm vÉn ®îc biÓu diÔn b»ng ph¬ng tr×nh (2.6.20) nh ë  
bµi to¸n ph¼ng.  

Tuy vËy, víi bµi to¸n tÊm ph¬ng tr×nh vËt lý thêng ®îc biÓu diÔn díi d¹ng 
quan hÖ gi÷a néi lùc vµ ®é vâng. §Ó lµm viÖc nµy sö dông quan hÖ gi÷a øng suÊt vµ néi 
lùc trªn mÆt c¾t ngang cña tÊm t¬ng tù nh ë trong Søc bÒn vËt liÖu: 

www.vn
co

ld.
vn

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 2 - c¬ kÕt cÊu 253 

 

   

h
2

x x
h

2

h
2

y y
h

2

h
2

xy xy
h

2

M zdz

M zdz

M zdz

−

−

−

= σ

= σ

= τ

∫

∫

∫

 

TiÕp ®ã thay biÓu thøc tÝnh øng suÊt tõ ®é vâng vµ thùc hiÖn c¸c tÝch ph©n. KÕt qu¶ 
thu ®îc: 

  

( )

2 2

x 2 2

2 2

y 2 2

2

x

w w
M D

x y

w w
M D

y x

w
M D 1

x y

 ∂ ∂
= − + µ  ∂ ∂ 

 ∂ ∂
= − + µ  ∂ ∂ 

∂
= − − µ

∂ ∂

 (2.6.40) 

trong ®ã: D lµ ®é cøng trô cña tÊm: 

  
( )

3

2

Eh
D

12 1
=

− µ
  (2.6.41) 

víi: E vµ µ lµ m« ®un ®µn håi vµ hÖ sè Po¸t-x«ng cña vËt liÖu tÊm. 
 

4. §iÒu kiÖn biªn      

                     
 

H×nh 2.6.15: Liªn kÕt trªn c¹nh tÊm 
 

 

Rµng buéc vÒ chuyÓn vÞ vµ néi lùc trªn biªn cña tÊm phô thuéc vµo h×nh thøc liªn 
kÕt t¹i biªn. Ch¼ng h¹n, víi tÊm ch÷ nhËt cã c¸c c¹nh song song víi trôc x vµ trôc y 
(h×nh 2.6.15) th× ®iÒu kiÖn biªn trªn c¹nh x = a trong c¸c ®iÒu kiÖn liªn kÕt kh¸c nhau 
®îc biÓu diÔn nh sau:  
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+  Liªn kÕt ngµm t¹i c¹nh x = a: §é vâng vµ gãc xoay trªn c¹nh b»ng 0 

   
w 0

w
0

x

=
∂

=
∂

 

+  Liªn kÕt khíp t¹i c¹nh x = a: §é vâng vµ m« men uèn trªn c¹nh b»ng 0 

   
x

w 0

M 0

=
=

 

hoÆc          

  2

2

w 0

w
0

x

=

∂
=

∂

       

+  C¹nh x = a tù do: M« men uèn vµ lùc c¾t trªn c¹nh b»ng 0 

   
x

yx
x

M 0

M
Q 0

y

=

∂
+ =

∂

 

hoÆc     

  

( )

2 2

2 2

3 3

3 2

w w
0

x x

w w
2 0

x x y

∂ ∂
+ µ =

∂ ∂

∂ ∂
+ − µ =

∂ ∂ ∂

 

 5. Ph¬ng ph¸p gi¶i 
TÊm ®îc gi¶i theo ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ. Thay (2.6.40) vµo (2.6.38) ®îc ph¬ng 

tr×nh c©n b»ng biÓu diÔn qua ®é vâng: 

  
4 4 4

4 2 2 4

w w w q
2

Dx x y y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
 (2.6.42) 

Ph¬ng tr×nh nµy do S«-phi Giec-manh thiÕt lËp nªn ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh  
S«-phi Giec-manh.  

Lêi gi¶i gi¶i tÝch ®îc thùc hiÖn trªn c¬ së t×m nghiÖm tæng qu¸t cña ph¬ng tr×nh 
(2.6.42), sau ®ã x¸c ®Þnh c¸c h»ng sè tÝch ph©n tõ ®iÒu kiÖn biªn. 

 

2.6.5.3. Mét sè bµi to¸n ®¬n gi¶n  

1. TÊm ch÷ nhËt  
Lêi gi¶i gi¶i tÝch chØ ®îc thùc hiÖn víi mét sè d¹ng t¶i träng vµ liªn kÕt nhÊt 

®Þnh, vÝ dô tÊm chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu hoÆc t¶i träng tËp trung cã c¹nh liªn kÕt 
ngµm hoÆc tùa v.v... Lêi gi¶i thêng ®îc biÓu diÔn ë d¹ng chuçi lîng gi¸c kÐp. 
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   mn
m 1 n 1

n ym x
w A sin sin

a b

∞ ∞

= =

ππ
= ∑ ∑  

víi a, b lµ kÝch thíc c¹nh cña tÊm theo ph¬ng x vµ theo ph¬ng y. Trôc x vµ trôc y 
®îc chän trïng víi c¹nh cña tÊm (h×nh 2.6.15). Díi ®©y tr×nh bµy lêi gi¶i cho hai 
trêng hîp cô thÓ.  

+  TÊm ch÷ nhËt c¹nh a, b chu vi tùa, chÞu t¶i ph©n bè ®Òu q: 

  
6 22 2m 1 n 1

2 2

n ym x
sin sin

16q a bw
D m n

mn
a b

∞ ∞

= =

ππ

=
π  

+  
 

∑ ∑  (2.6.43) 

+  TÊm ch÷ nhËt c¹nh a, b, chu vi tùa chÞu t¶i tËp trung P t¹i ®iÓm cã to¹ ®é x = c, y = d: 

   
4 22 2m 1 n 1

2

m c n d
sin sin

4P m x n ya bw sin sin
a bDab m n

a b

∞ ∞

= =

π π
π π

=
π  

+  
 

∑ ∑  (2.6.44) 

Tõ biÓu thøc tÝnh ®é vâng cã thÓ t×m biÓu thøc tÝnh néi lùc b»ng c¸c c«ng thøc 
(2.6.40). 

 

2. TÊm trßn hoÆc ellip 
§Ó tiÖn cho viÖc gi¶i víi bµi to¸n nµy thêng sö dông ph¬ng tr×nh vi ph©n ®é 

vâng thiÕt lËp trong hÖ to¹ ®é cùc: 

  
( )2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

q r,1 1 w 1 w 1 w

r r r r Dr r r r

   θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =    ∂ ∂∂ ∂θ ∂ ∂θ  

 (2.6.45) 

trong ®ã: 

r - chØ ph¬ng híng kÝnh; 

q - chØ ph¬ng híng vßng. 
 

Ph¬ng tr×nh trªn cã thÓ gi¶i trùc tiÕp cho tÊm trßn b¸n kÝnh a. Díi ®©y tr×nh bµy 
kÕt qu¶ tÝnh ®é vâng vµ m« men uèn cho mét sè bµi to¸n ®èi xøng trôc. 

+  TÊm chu vi ngµm, chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu q: 

  

( )
( ) ( )

( ) ( )

22 2

2 2
r

2 2

q
w a r

64D
q

M a 1 r 3
16
q

M a 1 r 1 3
16θ

= −

 = + µ − + µ 

 = + µ − + µ 

 (2.6.46) 
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+  TÊm chu vi tùa, chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu q: 

  ( ) ( )2 2 2
22 2

4a a rq
w a r

64D 1

  −  = − +  + µ    

 

   
( ) ( )2 2

r
q 3

M a r
16

+ µ
= −  (2.6.47) 

  ( ) ( )2 2q
M a 3 r 1 3

16θ
 = + µ − + µ   

 +  TÊm chu vi ngµm, chÞu t¶i träng tËp trung P t¹i t©m: 

   ( )2 2 2P 1 r
w a r r n

8 D 2 a
 = − + π  

l  (2.6.48) 

+  TÊm chu vi tùa, chÞu t¶i träng tËp trung P t¹i t©m : 

  ( )2 2 2P 1 3 r
w a r r n

8 D 2 1 a

 + µ
= − + π + µ 

l     (2.6.49) 

 

2.6.5.4. B¶ng tra 
§Ó tiÖn sö dông, c¸c kÕt qu¶ tÝnh néi lùc vµ ®é vâng cña tÊm ®îc lËp b¶ng  

®Ó tra cøu. Mçi b¶ng øng víi mét d¹ng h×nh häc, liªn kÕt trªn c¹nh vµ t¶i träng t¸c  
dông vu«ng gãc víi mÆt tÊm. Díi ®©y giíi thiÖu mét sè b¶ng tra dïng cho tÊm ch÷ 
nhËt, tÊm tam gi¸c chÞu t¶i träng ph©n bè ®Òu hoÆc t¶i träng ph©n bè d¹ng ¸p lùc thuû 
tÜnh lµ nh÷ng d¹ng tÊm thêng hay gÆp trong kÕt cÊu c«ng tr×nh thuû lîi (b¶ng 2.6.1, 
2.6.2). Phèi hîp c¸c b¶ng tra nµy cã thÓ tÝnh tÊm chÞu t¶i träng h×nh thang hoÆc d¹ng 
tam gi¸c kh¸c. 

Víi c¸c tÊm cã d¹ng chu vi, liªn kÕt hoÆc t¶i träng bÊt kú, tÊm cã lç khoÐt v.v... 
thêng khã hoÆc kh«ng thÓ gi¶i b»ng ph¬ng ph¸p gi¶i tÝch mµ ph¶i sö dông ph¬ng 
ph¸p sè, trong ®ã ph¬ng ph¸p ®îc sö dông phæ biÕn nhÊt hiÖn nay lµ ph¬ng ph¸p 
phÇn tö h÷u h¹n (PTHH) th«ng qua c¸c phÇn mÒm ®îc lËp s½n nh SAP hoÆc ANSYS... 
Néi dung cña ph¬ng ph¸p PTHH ®îc tr×nh bµy trong môc 2.11. 
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B¶ng 2.6.2: TÝnh tÊm ch÷ nhËt vµ tÊm tam gi¸c chÞu t¶i ph©n bè h×nh tam gi¸c 

C¸c ký hiÖu ®îc dïng:  ®é vâng: w;  ph¶n lùc gèi tùa: Q;  ®é cong W;  m«men uèn: M;  

®é cøng cña tÊm: D = 
( )

3

2

Eh

12 1 − µ
 trong ®ã E - m«®un ®µn håi cña vËt liÖu tÊm; h - chiÒu dµy 

cña tÊm; µ - hÖ sè poatx«ng cña vËt liÖu b¶n. 

yλ
λ y

λ y

d de efε1

α
β
γ

δ
µ

2ε ε2

µ
δ

γ
β
α
1ε

c bb aa

x - x

y 
- 

y

 y

p

p

x

1

4

2 3 2 1

5 6 5 4

7 8 9 8 7

10 11 12 11 10

13 14 15 14 13

xλxλλx

 

Trêng hîp 1: TÊm ch÷ nhËt bÞ ngµm ë kh¾p chu vi 
1,5y = x 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0 0,564 0 0,4582 - 0,0764 - 0,4582 
e 0 0,497 0 0,3992 - 0,0665 - 0,3992 
d 0 0,258 0 0,2183 - 0,0364 - 0,2183 

ε1 0 0 0 0 0 0 

α 0 0,134 0,0970 0 - 0,0970 - 0,0161 

β 0 0,493 0,2423 0 - 0,2423 - 0,0404 

γ 0 0,749 0,3326 0 - 0,3326 - 0,0554 

δ 0 0,816 0,3069 0 - 0,3069 - 0,0511 

µ 0 0,662 0,1610 0 - 0,1610 - 0,0268 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,944 0 0,3622 - 0,0640 - 0,3622 
b 0 1,289 0 0,5994 - 0,0999 - 0,5994 
c 0 1,372 0 0,6700 - 0,1117 - 0,6700 
1 0,08048 – - 0,0279 - 0,0170 0,0306 0,0216 
2 0,13320 – - 0,0370 - 0,0006 0,0371 0,0067 
3 0,14889 – - 0,0314 0,0089 0,0299 - 0,0036 
4 0,15343 – - 0,0407 - 0,1351 0,0632 0,1419 
5 0,26615 – - 0,0771 - 0,2306 0,1156 0,2435 
6 0,30173 – - 0,0712 - 0,2601 0,1145 0,2719 
7 0,16631 – - 0,0360 - 0,1306 0,0578 0,1366 
8 0,29660 – - 0,0879 - 0,2419 0,1282 0,2566 
9 0,33898 – - 0,0848 - ,02798 0,1314 0,2939 
10 0,12113 – - 0,0227 - 0,0618 0,0330 0,0655 
11 0,21950 – - 0,0660 - 0,1208 0,0861 0,1318 
12 0,25189 – - 0,0648 - 0,1417 0,0884 0,1525 
13 0,04850 – - 0,0083 0,0543 - 0,0007 - 0,0530 
14 0,08871 – - 0,0271 0,0947 0,0113 - 0,0902 
15 0,10183 – - 0,0262 0,1085 0,0081 - 0,1042 

Thõa sè phô λ4
xp

D
 λxp  λ2

xp
D

 
λ2

xp
D

 λ2
xp  λ2

xp  
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B¶ng 2.6.2 (tiÕp) 

λ λ λ

f ee dd

a ab bc

λ
λ

λ
x - x

y 
- 

y

p



p



ε2

µ
δ

γ
β
α
1ε ε1

α
β
γ

δ
µ

2ε

12321

1314151413

1011121110

78987

45654

 

Trêng hîp 2: TÊm h×nh vu«ng bÞ ngµm ë kh¾p chu vi 

y = x =  

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0 0,578 0 0,5992 - 0,0999 - 0,5992 

e 0 0,568 0 0,4949 - 0,0825 - 0,4949 

d 0 0,157 0 0,2302 - 0,0384 - 0,2302 

ε1 0 0 0 0 0 0 

α 0 0,240 0,2302 0 - 0,2302 - 0,0384 

β 0 0,766 0,5729 0 - 0,5729 - 0,0955 

γ 0 1,158 0,8051 0 - 0,8051 - 0,1342 

δ 0 1,271 0,7835 0 - 0,7835 - 0,1306 

µ 0 0,940 0,4485 0 - 0,4485 - 0,0757 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 1,023 0 0,4485 - 0,0757 - 0,4485 

b 0 1,569 0 0,8615 - 0,1436 - 0,8615 

c 0 1,737 0 1,0110 - 0,1685 - 1,0110 

1 0,22426 – - 0,0178 - 0,0567 0,0272 0,0597 

2 0,43076 – - 0,1318 - 0,0756 0,1443 0,0975 

3 0,50550 – - 0,1495 - 0,0764 0,1622 0,1014 

4 0,39177 – 0,0024 - 0,1567 0,0237 0,1563 

5 0,78596 – - 0,2456 - 0,3116 0,2975 0,3526 

6 0,93455 – - 0,2972 - 0,3693 0,3587 0,4188 

7 0,40256 – 0,0244 - 0,1269 - 0,0033 0,1228 

8 0,82953 – - 0,2622 - 0,2718 0,3075 0,3155 

9 0,99428 – - 0,3295 - 0,3295 0,3844 0,3844 

10 0,28643 – 0,0285 - 0,0552 - 0,0193 0,0504 

11 0,60132 – - 0,1917 - 0,1257 0,2127 0,1576 

12 0,72451 – - 0,2464 - 0,1551 0,2722 0,1962 

13 0,11513 – 0,0172 0,0562 - 0,0265 - 0,0590 

14 0,24744 – - 0,0801 0,1064 0,0624 - 0,0931 

15 0,29961 – - 0,1043 0,1253 0,0835 - 0,1079 

Thõa sè phô λ4
p

D
 λp  λ2

p
D

 λ2
p

D
 λ2

p  λ2
p  

www.vn
co

ld.
vn

www.vn
co

ld.
vn



278         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

B¶ng 2.6.2 (tiÕp) 
xλ λx λx x - x

f ee dd

c bb aa

ε1

α

β

γ

δ

µ

2ε ε2

µ

δ

γ

β

α

1εyλ
yλ

λ y
y 

- 
y

y

x

p

p

4 5 6 5 4

7 8 9 8 7

10 11 12 11 10

13 14 15 14 13

1 2 3 2 1

 

Trêng hîp 3: TÊm ch÷ nhËt bÞ ngµm ë kh¾p chu vi 
y = 1,5x  

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0 0,253 0 0,2014 - 0,0336 - 0,2014 

e 0 0,194 0 0,1631 - 0,0271 - 0,1631 

d 0 0,036 0 0,0718 - 0,01200 - 0,0718 

ε1 0 0 0 0 0 0 

α 0 0,244 0,1615 0 - 0,1616 - 0,0269 

β 0 0,636 0,3857 0 - 0,3857 - 0,0643 

γ 0 0,968 0,5641 0 - 0,5641 - 0,0940 

δ 0 1,150 0,6129 0 - 0,6129 - 0,1021 

µ 0 0,958 0,4189 0 - 0,4189 - 0,0698 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,721 0 0,1862 0,0310 - 0,1862 

b 0 1,115 0 0,3860 0,0643 - 0,3860 

c 0 1,246 0 0,4639 0,0773 - 0,4639 

1 0,09310 – 0,0153 - 0,0500 0,0070 0,0474 

2 0,19300 – - 0,1371 - 0,0920 0,1521 0,1149 

3 0,23196 – - 0,1753 - 0,1063 0,1930 0,1355 

4 0,13620 – 0,0486 - 0,0539 - 0,0396 0,0458 

5 0,29398 – - 0,2119 - 0,1182 0,2316 0,1535 

6 0,35759 – - 0,2862 - 0,1442 0,3103 0,1920 

7 0,12536 – 0,0587 - 0,0288 - 0,0539 0,0190 

8 0,27681 – - 0,2009 - 0,0680 0,2122 0,1014 

9 0,33898 – - 0,2798 - 0,0848 0,2939 0,1314 

10 0,08571 – 0,0456 - 0,0102 - 0,0439 0,0026 

11 0,19167 – - 0,1396 - 0,0250 0,1437 0,0482 

12 0,23560 – - 0,1977 - 0,0316 0,2029 0,0645 

13 0,03589 – 0,0220 0,0139 - 0,0243 - 0,0176 

14 0,08157 – - 0,0598 0,0285 - 0,0551 - 0,0186 

15 0,10065 – - 0,0859 0,0343 - 0,0802 - 0,0200 

Thõa sè phô λ4
yp

D
 λyp  λ2

yp

D
 

λ2
yp

D
 λ2
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B¶ng 2.6.2 (tiÕp) 
xλ λx λx
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λ y

 

Trêng hîp 4a: TÊm ch÷ nhËt bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ tùa tù do ë c¹nh thø 4 

1,5y = x  

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0 0,411 0 0 0 0 

e 0 0,354 0 0 0 0 

d 0 0,100 0 0 0 0 

ε1 0 0 0 0 0 0 

α 0 0,360 0,2104 0 - 0,2104 - 0,0351 

β 0 0,664 0,3691 0 - 0,3691 - 0,0615 

γ 0 0,852 0,4291 0 - 0,4291 - 0,0715 

δ 0 0,856 0,3605 0 - 0,3605 - 0,0600 

µ 0 0,613 0,1777 0 - 0,1777 - 0,0296 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,961 0 0,3999 - 0,0666 - 0,3999 

b 0 1,368 0 0,6902 - 0,1151 - 0,6902 

c 0 1,475 0 0,7828 - 0,1305 - 0,7828 

1 0,08886 – - 0,0243 0,0057 0,0233 - 0,0017 

2 0,15337 – - 0,0439 0,0445 0,0365 - 0,0372 

3 0,17397 – - 0,0412 0,0627 0,0307 - 0,0559 

4 0,18027 – - 0,0340 - 0,1285 0,0554 0,1342 

5 0,32652 – - 0,0969 - 0,2225 0,1340 0,2387 

6 0,37582 – - 0,0986 - 0,2521 0,1406 0,2686 

7 0,21455 – - 0,0283 - 0,1447 0,0524 0,1494 

8 0,40077 – - 0,1214 - 0,2776 0,1677 0,2978 

9 0,46560 – - 0,1297 - 0,3249 0,1838 0,3465 

10 0,18453 – - 0,0174 - 0,1109 0,0359 0,1138 

11 0,35164 – - 0,1078 - 0,2244 0,1451 0,2423 

12 0,41100 – - 0,1187 - 0,2667 0,1632 0,2865 

13 0,10523 – - 0,0076 - 0,0583 0,0174 0,0596 

14 0,20280 – - 0,0625 - 0,1214 0,0828 0,1318 

15 0,23785 – - 0,0701 - 0,1456 0,0944 0,1572 

Thõa sè phô λ4
xp

D
 λxp  λ2
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B¶ng 2.6.2 (tiÕp) 
yλ

λ y
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Trêng hîp 4b: TÊm ch÷ nhËt bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ tùa tù do ë c¹nh thø 4 

1,5y = x  

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0 1,145 0 0 0 0 

e 0 1,070 0 0 0 0 

d 0 0,711 0 0 0 0 

ε1 0 0 0 0 0 0 

α 0 0,979 0,3370 0 - 0,3370 - 0,0562 

β 0 1,081 0,5017 0 - 0,5017 - 0,0836 

γ 0 0,907 0,4800 0 - 0,4800 - 0,0800 

δ 0 0,555 0,3240 0 - 0,3240 - 0,0540 

µ 0 0,120 0,1225 0 - 0,1225 - 0,0204 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,285 0 0,2756 - 0,0460 - 0,2756 

b 0 0,616 0 0,5360 - 0,0893 - 0,5360 

c 0 0,718 0 0,6277 - 0,1046 - 0,6277 

1 0,06125 – - 0,0031 0,0889 - 0,0114 - 0,0883 

2 0,11911 – - 0,0375 0,1627 0,0104 - 0,1564 

3 0,13949 – - 0,0408 0,1894 0,0092 - 0,1826 

4 0,16200 – - 0,0135 - 0,0512 0,0220 0,0534 

5 0,31052 – - 0,0959 - 0,1085 0,1139 0,1245 

6 0,36317 – - 0,1053 - 0,1300 0,1270 0,1476 

7 0,23999 – - 0,0263 - 0,1511 0,0515 0,1554 

8 0,45371 – - 0,1383 - 0,2957 0,1876 0,3187 

9 0,52906 – - 0,1507 - 0,3481 0,2087 0,3732 

10 0,25085 – - 0,0362 - 0,2097 0,0712 0,2157 

11 0,46548 – - 0,1399 - 0,3869 0,2044 0,4102 

12 0,540223 – - 0,1495 0,4482 0,2242 0,4731 

13 0,16850 – - 0,0317 - 0,1939 0,0640 0,1991 

14 0,30532 – - 0,0899 - 0,3266 0,1443 0,3416 

15 0,35222 – - 0,0938 - 0,3695 0,1554 0,3851 
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Trêng hîp 5a: TÊm h×nh vu«ng bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ tùa tù do ë c¹nh thø 4 

y = x  =  

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0 0,444 0 0 0 0 

e 0 0,337 0 0 0 0 

d 0 - 0,021 0 0 0 0 

ε1 0 0 0 0 0 0 

α 0 0,488 0,3998 0 - 0,3998 - 0,0666 

β 0 0,925 0,7295 0 - 0,7295 - 0,1216 

γ 0 1,237 0,9049 0 - 0,9049 - 0,1508 

δ 0 1,299 0,8315 0 - 0,8315 - 0,1385 

µ 0 0,937 0,4617 0 - 0,4617 - 0,0770 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 1,020 0 0,4617 - 0,0770 - 0,4617 

b 0 1,589 0 0,8981 - 0,1497 - 0,8981 

c 0 1,767 0 1,0583 - 0,1764 - 0,0583 

1 0,23087 – - 0,0127 - 0,0460 0,0203 0,0481 

2 0,14906 – - 0,1381 - 0,0527 0,1469 0,0757 

3 0,52915 – - 0,1602 - 0,0485 0,1683 0,0752 

4 0,41575 – 0,0139 - 0,1482 0,0107 0,1458 

5 0,84545 – - 0,2654 - 0,2950 0,3145 0,3392 

6 1,00976 – - 0,3286 - 0,3498 0,3869 0,4045 

7 0,45245 – 0,0420 - 0,1244 - 0,0212 0,1174 

8 0,94686 – 0,3007 - 0,2709 0,3453 0,3210 

9 1,14061 – - 0,3875 - 0,3299 0,4425 0,3944 

10 0,36173 – 0,0479 - 0,0771 - 0,0351 0,0691 

11 0,77740 – - 0,2485 - 0,1775 0,2780 0,2189 

12 0,94160 – - 0,3284 - 0,2196 0,3650 0,2743 

13 0,19991 – 0,0307 - 0,0351 - 0,0248 0,0300 

14 0,43048 – - 0,1380 - 0,0836 0,1520 0,1066 

15 0,52302 – - 0,1851 - 0,1044 0,2025 0,1353 
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Trêng hîp 5b: TÊm h×nh vu«ng bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ tùa tù do ë c¹nh thø 4 

y = x  =  

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0 1,495 0 0 0 0 

e 0 1,333 0 0 0 0 

d 0 0,721 0 0 0 0 

ε1 0 0 0 0 0 0 

α 0 1,388 0,7502 0 - 0,7502 - 0,1250 

β 0 1,553 1,0593 0 - 1,0593 - 0,1765 

γ 0 1,298 0,9798 0 - 0,9798 - 0,1633 

δ 0 0,814 0,6566 0 - 0,6566 - 0,1094 

µ 0 0,236 0,2533 0 - 0,2533 - 0,0422 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,152 0 0,2533 - 0,0422 - 0,2533 

b 0 0,503 0 0,5585 - 0,0931 - 0,5585 

c 0 0,631 0 0,6815 - 0,1136 - 0,6815 

1 0,12666 – 0,0259 0,0750 - 0,0381 - 0,0793 

2 0,27927 – - 0,0911 0,1463 0,0667 - 0,1311 

3 0,34075 – - 0,1230 0,1738 0,0940 - 0,1533 

4 0,32827 – 0,0483 - 0,0400 - 0,0417 0,0319 

5 0,70487 – - 0,2262 - 0,0966 0,2423 0,1343 

6 0,85528 – - 0,3008 - 0,1122 - 0,3210 0,1713 

7 0,48992 – 0,0540 - 0,1219 - 0,0337 0,1129 

8 1,03888 – - 0,3292 - 0,2700 0,3742 0,3249 

9 1,24863 – - 0,4295 - 0,3305 0,4846 0,4020 

10 0,52963 – 0,0336 - 0,1942 - 0,0012 0,1886 

11 1,09288 – - 0,3446 - 0,4018 0,4115 0,4592 

12 1,31151 – - 0,4373 - 0,4820 0,5177 0,5549 

13 0,37512 – - 0,0002 - 0,2206 0,0370 0,2206 

14 0,75000 – - 0,2325 - 0,4071 0,3004 0,4459 

15 0,89237 – - 0,2847 - 0,4732 0,3636 0,5207 
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Trêng hîp 6a: TÊm ch÷ nhËt bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ tùa tù do ë c¹nh thø 4 

y = 1,5x 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0 0,220 0 0 0 0 

e 0 0,154 0 0 0 0 

d 0 - 0,049 0 0 0 0 

ε1 0 0 0 0 0 0 

α 0 0,342 0,2167 0 - 0,2167 - 0,0361 

β 0 0,679 0,4203 0 - 0,4203 - 0,0700 

γ 0 0,981 0,5787 0 - 0,5787 - 0,0964 

δ 0 1,152 0,6174 0 - 0,6174 - 0,1029 

µ 0 0,958 0,4197 0 - 0,4197 - 0,0700 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,720 0 - 0,1865 - 0,0311 - 0,1865 

b 0 1,115 0 0,3872 - 0,0645 - 0,3872 

c 0 1,246 0 0,4655 - 0,0776 - 0,4655 

1 0,09327 – 0,0158 - 0,0493 - 0,0076 - 0,0467 

2 0,19358 – - 0,1376 - 0,0904 - 0,1526 0,1133 

3 0,23275 – - 0,1763 - 0,1043 0,1937 0,1337 

4 0,13721 – 0,0502 - 0,0526 - 0,0415 0,0442 

5 0,29674 – - 0,2140 - 0,1150 0,2331 0,1506 

6 0,36117 – - 0,2899 - 0,1403 0,3133 0,1886 

7 0,12859 – 0,0625 - 0,0266 - 0,0580 0,0162 

8 0,28495 – - 0,2070 - 0,0633 0,2175 0,0978 

9 0,34932 – - 0,2897 - 0,0792 0,3029 0,1274 

10 0,09340 – 0,0518 - 0,0100 - 0,0504 0,0014 

11 0,20984 – - 0,1530 - 0,0258 0,1572 0,0513 

12 0,25830 – - 0,2181 - 0,0329 0,2235 0,0693 

13 0,04815 – 0,0284 0,0291 0,0279 - 0,0018 

14 0,10892 – 0,0795 - 0,0080 0,0808 0,0213 

15 0,13436 – - 0,1144 - 0,0104 0,1162 0,0295 
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Trêng hîp 6b: TÊm ch÷ nhËt bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ tùa tù do ë c¹nh thø 4 

y = 1,5x 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0 1,154 0 0 0 0 

e 0 1,015 0 0 0 0 

d 0 0,537 0 0 0 0 

ε1 0 0 0 0 0 0 

α 0 1,196 0,5509 0 - 0,5509 - 0,0918 

β 0 1,251 0,6951 0 - 0,6951 - 0,1159 

γ 0 0,998 0,5985 0 - 0,5985 - 0,0997 

δ 0 0,642 0,3964 0 - 0,3964 - 0,0661 

µ 0 0,242 0,1634 0 - 0,1634 - 0,0272 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,034 0 0,0726 - 0,0121 - 0,0276 

b 0 0,194 0 0,1659 - 0,0276 - 0,1659 

c 0 0,254 0 0,2050 - 0,0342 - 0,2050 

1 0,03630 – 0,0232 0,0155 - 0,0258 - 0,0193 

2 0,08294 – - 0,0609 0,0323 0,0555 - 0,0221 

3 0,10252 – - 0,0881 0,0390 0,0816 - 0,0243 

4 0,08809 – 0,0495 - 0,0069 - 0,0484 - 0,0014 

5 0,19819 – - 0,1445 - 0,0174 0,1474 0,0415 

6 0,24405 – - 0,2064 - 0,0222 0,2101 0,0566 

7 0,13301 – 0,0675 - 0,0235 - 0,0636 0,0122 

8 0,29603 – - 0,2152 - 0,0569 0,2247 0,0928 

9 0,36338 – - 0,3031 - 0,0715 0,3150 0,1221 

10 0,15446 – - 0,0630 - 0,0535 - 0,0541 0,0430 

11 0,33692 – - 0,2435 - 0,1201 0,2635 0,1607 

12 0,41116 – - 0,3341 - 0,1476 0,3587 0,2032 

13 0,12243 – - 0,0290 - 0,0904 - 0,0139 0,0856 

14 0,25773 – - 0,1837 - 0,1785 0,2135 0,2092 

15 0,31139 – - 0,2415 - 0,2116 0,2767 0,2519 
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Trêng hîp 7a: TÊm ch÷ nhËt bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ c¹nh thø 4 tù do kh«ng tùa 

1,5y = x 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0,89308 0 - 0,3414 0,0569 0,3319 0 

e 0,72236 0 - 0,2376 0,0396 0,2310 0 

d 0,31401 0 0,0943 - 0,0157 - 0,0917 0 

ε1 0 0,515 0,6280 0 - 0,6280 - 0,1047 

α 0 0,663 0,6335 0 - 0,6335 - 0,1056 

β 0 0,811 0,6262 0 - 0,6262 - 0,1044 

γ 0 0,903 0,5664 0 - 0,5664 - 0,0944 

δ 0 0,851 0,4184 0 - 0,4184 - 0,0697 

µ 0 0,581 0,1907 0 - 0,1907 - 0,0318 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,937 0 0,4291 - 0,0715 - 0,4291 

b 0 1,408 0 0,7912 - 0,1318 - 0,7912 

c 0 1,547 0 0,9185 - 0,1531 - 0,9185 

1 0,09535 – - 0,0149 0,0416 0,0079 - 0,0391 

2 0,17583 – - 0,0522 0,1273 0,0310 - 0,1185 

3 0,20412 – - 0,0566 0,1659 0,0289 - 0,1565 

4 0,20918 – - 0,0102 - 0,0896 0,0251 0,0913 

5 0,40820 – - 0,1252 - 0,1393 0,1484 0,1602 

6 0,48199 – - 0,1476 - 0,1514 0,1728 0,1760 

7 0,28319 – 0,0123 - 0,0992 0,0043 0,0972 

8 0,57865 – - 0,1815 - 0,1844 0,2122 0,2146 

9 0,69258 – - 0,2279 - 0,2135 0,2635 0,2515 

10 0,31310 – 0,0410 - 0,0591 - 0,0311 0,0522 

11 0,66716 – - 0,2129 - 0,1224 0,2333 0,1579 

12 0,80829 – - 0,2823 - 0,1468 0,3067 0,1938 

13 0,31676 – - 0,0677 - 0,0144 0,0653 0,0031 

14 0,70125 – - 0,2270 - 0,0292 0,2318 0,0670 

15 0,85875 – - 0,3150 - 0,0363 0,3211 0,0888 
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Trêng hîp 7b: TÊm ch÷ nhËt bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ c¹nh thø 4 tù do kh«ng tùa 

1,5y = x 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 1,80109 0 - 0,9929 0,1655 0,9654 0 

e 2,30462 0 - 0,7360 0,1226 0,7155 0 

d 1,07218 0 0,1602 - 0,0267 - 0,1558 0 

ε1 0 3,857 2,1444 0 - 2,1444 - 0,3574 

α 0 2,046 1,7535 0 - 1,7535 - 0,2922 

β 0 1,582 1,3487 0 - 1,3487 - 0,2247 

γ 0 1,079 0,9266 0 - 0,9266 - 0,1544 

δ 0 0,540 0,5105 0 - 0,5105 - 0,0851 

µ 0 0,017 0,1643 0 - 0,1643 - 0,0274 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,209 0 0,3695 - 0,0616 - 0,3695 

b 0 0,739 0 0,8542 - 0,1432 - 0,8542 

c 0 0,939 0 1,0525 - 0,1754 - 1,0525 

1 0,08211 – 0,0256 0,2048 - 0,0597 - 0,2091 

2 0,18983 – - 0,0636 0,4251 - 0,0072 - 0,4145 

3 0,28389 – - 0,0881 0,5147 0,0023 0,5000 

4 0,25526 – 0,0581 0,0785 - 0,0712 - 0,0882 

5 0,56859 – - 0,1854 0,1577 0,1591 - 0,1268 

6 0,69654 – - 0,2559 0,1883 0,2245 - 0,1456 

7 0,46330 – 0,0909 0,0067 - 0,0920 - 0,0219 

8 1,01747 – - 0,3288 0,0046 0,3280 0,0502 

9 1,24288 – - 0,4508 0,0023 0,4505 0,0728 

10 0,67433 – 0,1197 - 0,0194 - 0,1165 - 0,0005 

11 1,46840 – - 0,4722 - 0,0582 0,4819 0,1369 

12 1,79024 – - 0,6437 - 0,0754 0,6562 0,1827 

13 0,87674 – 0,1400 - 0,0157 - 0,1337 - 0,0077 

14 1,89347 – - 0,6061 - 0,0313 0,6113 0,1323 

15 2,30409 – - 0,8212 - 0,0379 0,8270 0,1748 
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Trêng hîp 8a: TÊm h×nh vu«ng bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ c¹nh thø 4 tù do kh«ng tùa 

y = x =  

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0,83852 0 - 0,3528 0,0588 0,3430 0 

e 0,66213 0 - 0,2226 0,0371 0,2164 0 

d 0,26317 0 0,1358 - 0,0226 - 0,1320 0 

ε1 0 0,269 0,5263 0 - 0,5263 - 0,0877 

α 0 0,677 0,7036 0 - 0,7036 - 0,1173 

β 0 0,993 0,8787 0 - 0,8787 - 0,1464 

γ 0 1,251 0,9670 0 - 0,9670 - 0,1612 

δ 0 1,294 0,8511 0 - 0,8511 - 0,1418 

µ 0 0,928 0,4643 0 - 0,4643 - 0,0774 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 1,011 0 0,4643 - 0,0774 - 0,4648 

b 0 1,598 0 0,9117 - 0,1519 - 0,9117 

c 0 1,769 0 1,0778 - 0,1796 - 1,0778 

1 0,23215 – - 0,0085 - 0,0388 0,0149 0,0402 

2 0,45583 – - 0,1406 - 0,0346 0,1464 0,0580 

3 0,53890 – - 0,1661 - 0,0255 0,1704 0,0532 

4 0,42554 – 0,0260 - 0,1354 - 0,0034 0,1311 

5 0,87705 – - 0,2703 - 0,2638 0,3203 0,3098 

6 1,05226 – - 0,3504 - 0,3104 0,4022 0,3688 

7 0,48350 – 0,0675 - 0,1021 - 0,0505 0,0909 

8 1,03451 – - 0,3303 - 0,2178 0,3666 0,2729 

9 1,25520 – - 0,4414 - 0,2635 0,4853 0,3371 

10 0,43934 – 0,0955 - 0,0434 - 0,0882 0,0275 

11 0,97415 – - 0,3144 - 0,0987 0,3308 0,1511 

12 1,19459 – - 0,4409 - 0,1217 0,4612 0,1951 

13 0,35181 – 0,1115 - 0,0011 - 0,1113 - 0,0175 

14 0,81512 – - 0,2661 0,0060 0,2651 0,0383 

15 1,01231 – - 0,3944 0,0085 0,3930 0,0572 
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Trêng hîp 8b: TÊm h×nh vu«ng bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ c¹nh thø 4 tù do kh«ng tùa 

y = x =  

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 3,48090 0 - 1,2931 0,2155 1,2571 0 

e 2,83437 0 - 0,9162 0,1527 0,8908 0 

d 1,27162 0 0,2911 - 0,0485 - 0,2830 0 

ε1 0 3,500 2,5432 0 - 2,5432 - 0,4239 

α 0 2,320 2,1397 0 - 2,1397 0,3566 

β 0 1,862 1,7142 0 - 1,7142 - 0,2857 

γ 0 1,356 1,2435 0 - 1,2435 - 0,2072 

δ 0 0,790 0,7369 0 - 0,7369 - 0,1228 

µ 0 0,198 0,2630 0 - 0,2630 - 0,0438 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,114 0 0,2630 - 0,0438 - 0,2630 

b 0 0,192 0 0,6124 - 0,1021 - 0,6124 

c 0 0,637 0 0,7593 - 0,1265 - 0,7593 

1 0,13150 – 0,0432 0,1054 - 0,0608 - 0,1126 

2 0,30620 – - 0,1012 0,2216 0,0643 - 0,2048 

3 0,37966 – - 0,1469 0,2692 0,1020 - 0,2447 

4 0,36844 – 0,0972 0,0164 - 0,0999 - 0,0325 

5 0,83404 – - 0,2711 0,0366 0,2650 0,0086 

6 1,02856 – - 0,3890 0,0446 0,3816 0,0203 

7 0,62174 – 0,1550 - 0,0179 - 0,1520 - 0,0079 

8 1,39845 – - 0,4531 - 0,0409 0,4600 0,1164 

9 1,72202 – - 0,6471 - 0,0510 0,6556 0,1588 

10 0,85710 – 0,2077 - 0,0226 - 0,2040 - 0,0120 

11 1,92193 – - 0,6222 - 0,0587 0,6320 0,1624 

12 2,36453 – - 0,8852 - 0,0744 0,8976 0,2219 

13 1,06983 – 0,2471 - 0,0109 - 0,2453 - 0,0302 

14 2,38675 – - 0,7710 - 0,0172 0,7739 0,1457 

15 2,93265 – - 1,0918 - 0,0199 1,0951 0,2018 
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xλ λx λx x - x

f ee dd

c bb aa

ε1

α

β

γ

δ

µ

2ε ε2

µ

δ

γ

β

α

1εyλ
yλ

λ y
y 

- 
y

y

x

p

p

4 5 6 5 4

7 8 9 8 7

10 11 12 11 10

13 14 15 14 13

1 2 3 2 1

 

Trêng hîp 9a: TÊm ch÷ nhËt bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ c¹nh thø 4 tù do kh«ng tùa 

y = 1,5x  

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0,10694 0 - 0,1072 0,0179 0,1042 0 

e 0,08312 0 - 0,0635 0,0106 0,0617 0 

d 0,03109 0 0,0471 - 0,0078 - 0,0458 0 

ε1 0 - 0,026 0,1399 0 - 0,1399 - 0,0233 

α 0 0,391 0,2772 0 - 0,2772 - 0,0462 

β 0 0,687 0,4393 0 - 0,4393 - 0,0732 

γ 0 0,979 0,5826 0 - 0,5826 - 0,0971 

δ 0 1,149 0,6174 0 - 0,6174 - 0,1029 

µ 0 0,957 0,4193 0 - 0,4193 - 0,0698 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,720 0 0,1864 - 0,0310 - 0,1864 

b 0 1,114 0 0,3869 - 0,0643 - 0,3869 

c 0 1,245 0 0,4653 - 0,0774 - 0,4653 

1 0,09319 – 0,0160 - 0,0492 - 0,0077 0,0465 

2 0,19347 – - 0,1375 - 0,0899 0,1525 0,1128 

3 0,23264 – 0,0763 - 0,1036 0,1936 0,1330 

4 0,13721 – 0,0509 - 0,0518 - 0,0423 0,0443 

5 0,29705 – - 0,2142 - 0,1128 0,2330 0,1485 

6 0,36167 – - 0,2908 - 0,1374 0,3137 0,1859 

7 0,12946 – 0,0651 - 0,0241 - 0,0611 0,0132 

8 0,28786 – - 0,2092 - 0,0569 0,2187 0,0917 

9 0,35328 – - 0,2944 - 0,0710 0,3062 0,1200 

10 0,09763 – 0,0596 - 0,0012 - 0,0589 - 0,0057 

11 0,22176 – - 0,1620 - 0,0111 0,1638 0,0381 

12 0,27390 – - 0,2346 - 0,0143 0,2370 0,0534 

13 0,06159 – 0,0480 0,0055 - 0,0489 - 0,0135 

14 0,14452 – - 0,1062 0,0157 0,1036 0,0019 

15 0,18023 – - 0,1607 0,0204 0,1573 0,0064 
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Trêng hîp 9b: TÊm ch÷ nhËt bÞ ngµm ë 3 c¹nh  
vµ c¹nh thø 4 tù do kh«ng tùa 

y = 1,5x  

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

f 0,74970 0 - 0,6391 0,1065 0,6214 0 

e 0,60767 0 - 0,4442 0,0740 0,4318 0 

d 0,26824 0 0,1602 - 0,0267 - 0,1557 0 

ε1 0 2,135 1,2071 0 - 1,2071 - 0,2012 

α 0 1,612 1,0229 0 - 1,0229 - 0,1705 

β 0 1,310 0,8339 0 - 0,8339 - 0,1390 

γ 0 0,982 0,6248 0 - 0,6248 - 0,1041 

δ 0 0,624 0,3952 0 - 0,3952 - 0,0659 

µ 0 0,235 0,1604 0 - 0,1604 - 0,0267 

ε2 0 0 0 0 0 0 

a 0 0,031 0 0,0713 - 0,0119 - 0,0713 

b 0 0,188 0 0,1639 - 0,0273 - 0,1639 

c 0 0,247 0 0,2030 - 0,0338 - 0,2030 

1 0,3565 – 0,0240 0,0165 - 0,0268 - 0,0205 

2 0,08197 – - 0,0602 0,0358 0,0543 - 0,0257 

3 0,10152 – - 0,0880 0,0437 0,0807 - 0,0291 

4 0,08783 – 0,0542 - 0,0012 0,0540 - 0,0079 

5 0,19973 – - 0,1459 - 0,0019 0,1462 0,0262 

6 0,24678 – - 0,2117 - 0,0022 0,2122 0,0374 

7 0,13884 – 0,0853 - 0,0045 - 0,0845 - 0,0097 

8 0,31558 – - 0,2305 - 0,0106 0,2323 0,0490 

9 0,38988 – 0,3343 - 0,0132 0,3365 0,0690 

10 0,18531 – 0,1130 - 0,0044 - 0,1122 - 0,0144 

11 0,42083 – - 0,3074 - 0,0118 0,3093 0,6630 

12 0,51974 – - 0,4451 - 0,0150 0,4477 0,0892 

13 0,22732 – 0,1343 - 0,0011 - 0,1341 - 0,0213 

14 0,51432 – - 0,3752 - 0,0001 0,3752 0,0627 

15 0,63456 – - 0,5411 - 0,0003 0,5410 0,0899 
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Trêng hîp 10a: TÊm h×nh tam gi¸c ®Òu  
tùa tù do trªn toµn chu vi 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

1 0 0,409 0 0 0 0 

2 0 0,351 0 0 0 0 

3 0 0,189 0 0 0 0 

4 0 - 0,018 0 0 0 0 

5 0 - 0,123 0 0 0 0 

6 0 0,027 0,1279 - 0,1279 - 0,1066 0,1066 

7 0 0,300 0,1848 - 0,1848 - 0,1540 0,1540 

8 0 0,590 0,1585 - 0,1585 - 0,1321 0,1321 

9 0 0,866 0,0594 - 0,0594 - 0,0495 0,0495 

10 0 0,953 - 0,0824 0,0824 0,0686 - 0,0686 

11 0 0,877 - 0,2119 0,2119 0,1766 - 0,1766 

12 0 0,478 - 0,2364 0,2364 0,1970 - 0,1970 

13 0 - 0,227 0 0 0 0 

14 0,40440 – - 0,1107 - 0,1521 0,1361 0,1705 

15 0,29368 – - 0,0551 - 0,1510 0,0802 0,1602 

16 0,12790 – 0,0379 - 0,1452 - 0,0137 0,1389 

17 0,82617 – - 0,2364 - 0,2557 0,2790 0,2951 

18 0,60796 – - 0,1770 - 0,2513 0,2189 0,2808 

19 0,31273 – - 0,0175 - 0,2329 0,0563 0,2353 

20 0,79707 – - 0,3259 - 0,2718 0,3712 0,3261 

21 0,47120 – - 0,1453 - 0,2405 0,1854 0,2648 

22 0,75283 – - 0,4444 - 0,1990 0,4776 0,2730 

23 0,53064 – - 0,3084 - 0,1679 0,3364 0,2193 

24 0,44827 – - 0,4483 - 0,0327 0,4537 0,1074 

25 0,23638 – - 0,4728 0,1249 0,4519 - 0,0464 
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Trêng hîp 10b: TÊm h×nh tam gi¸c ®Òu  
tùa tù do trªn toµn chu vi 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Mxx Myy 

1 0 1,661 0 0 0 0 

2 0 1,544 0 0 0 0 

3 0 1,177 0 0 0 0 

4 0 0,506 0 0 0 0 

5 0 - 0,350 0 0 0 0 

6 0 0,460 0,3643 - 0,3643 - 0,3036 0,3036 

7 0 1,066 0,3777 - 0,3777 - 0,3147 0,3147 

8 0 1,304 0,1931 - 0,1931 - 0,1609 0,1609 

9 0 1,204 - 0,0594 0,0594 0,0495 - 0,0495 

10 0 0,940 - 0,2692 0,2692 0,2243 - 0,2243 

11 0 0,489 - 0,3506 0,3506 0,2922 - 0,2922 

12 0 0,009 - 0,2558 0,2558 0,2132 - 0,2132 

13 0 - 0,246 0 0 0 0 

14 1,00184 – - 0,2408 - 0,6214 0,3444 0,6615 

15 0,76100 – - 0,1559 - 0,5755 0,2518 0,6015 

16 0,36428 – 0,0324 - 0,4876 0,0488 0,4822 

17 1,59414 – - 0,4667 - 0,7287 0,5881 0,8065 

18 1,36079 – - 0,3850 - 0,6862 0,4998 0,7504 

19 0,74195 – - 0,1231 - 0,5639 0,2171 0,5845 

20 1,52324 – - 0,5882 - 0,5016 0,6718 0,5996 

21 0,93505 – - 0,3468 - 0,3923 0,4122 0,4501 

22 1,21592 – - 0,6806 - 0,1760 0,7100 0,2895 

23 0,87561 – - 0,5353 - 0,1134 0,5542 0,2026 

24 0,60642 – - 0,6064 0,1499 0,5814 - 0,0488 

25 0,25581 – - 0,5116 0,2969 0,4621 - 0,2117 
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Trêng hîp 11a: TÊm h×nh tam gi¸c ®Òu bÞ ngµm ë 2 c¹nh  
vµ tù do ë c¹nh thø 3 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Muu Mxx Myy 

1 0 0,253 0 0 – 0 0 

2 0 0,194 0 0 – 0 0 

3 0 0,078 0 0 – 0 0 

4 0 - 0,069 0 0 – 0 0 

5 0 - 0,041 0 0 0 0 0 

6 0 0,126 0,0427 0,0142 - 0,0569 - 0,0451 - 0,0213 

7 0 0,369 0,1537 0,0512 - 0,2050 - 0,1623 - 0,0769 

8 0 0,651 0,2815 0,0938 - 0,3753 - 0,2971 - 0,1408 

9 0 0,869 0,3612 0,1204 - 0,4816 - 0,3813 - 0,1806 

10 0 0,942 0,3466 0,1155 - 0,4621 - 0,3658 - 0,1733 

11 0 0,815 0,2317 0,0772 - 0,3089 - 0,2416 - 0,1158 

12 0 0,551 0,0759 0,0252 - 0,1012 - 0,0801 - 0,0379 

13 0 0 0 0 0 0 0 

14 0,19923 – - 0,0690 - 0,0925 – 0,0844 0,1040 

15 0,13020 – 0,0185 - 0,0840 – 0,0324 0,0871 

16 0,04271 – 0,0448 - 0,0548 – - 0,0356 0,0473 

17 0,34902 – - 0,0489 - 0,1456 – 0,1732 0,1705 

18 0,27456 – - 0,0891 - 0,1343 – 0,1114 0,1791 

19 0,11104 – 0,0525 - 0,0847 – - 0,0384 0,0759 

20 0,35235 – - 0,1819 - 0,1294 – 0,2034 0,1597 

21 0,17047 – 0,0114 - 0,0742 – 0,0010 0,0728 

22 0,31006 – - 0,2386 - 0,0697 – 0,2502 0,1095 

23 0,19076 – - 0,0715 - 0,0324 – 0,0709 0,0444 

24 0,15581 – - 0,1558 0,0209 – 0,1523 0,0051 

25 0,07583 – - 0,1518 0,0560 – 0,1424 - 0,0307 
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Trêng hîp 11b: TÊm h×nh tam gi¸c ®Òu bÞ ngµm ë 2 c¹nh  
vµ tù do ë c¹nh thø 3 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Muu Mxx Myy 

1 0 1,359 0 0 – 0 0 

2 0 1,220 0 0 – 0 0 

3 0 0,827 0 0 – 0 0 

4 0 0,284 0 0 – 0 0 

5 0 - 0,163 0 0 0 0 0 

6 0 0,745 0,1697 0,0566 - 0,2262 - 0,1791 - 0,0848 

7 0 1,279 0,4900 0,1633 - 0,6534 - 0,5173 - 0,2450 

8 0 0,477 0,6866 0,2289 - 0,9155 - 0,7247 - 0,3433 

9 0 1,318 0,6642 0,2214 - 0,8856 - 0,7011 - 0,3321 

10 0 0,896 0,4612 0,1537 - 0,6149 - 0,4868 - 0,2306 

11 0 0,396 0,2056 0,0685 - 0,2741 - 0,2170 - 0,1028 

12 0 0,092 0,0424 0,141 - 0,0565 - 0,0448 - 0,0212 

13 0 0 0 0 0 0 0 

14 0,60141 – - 0,1765 - 0,4787 – 0,2563 0,581 

15 0,42489 – - 0,0787 - 0,4158 – 0,1480 0,4289 

16 0,16966 – 0,0856 - 0,2674 – - 0,4100 0,2531 

17 0,88314 – - 0,3339 - 0,4814 – 0,4142 0,5372 

18 0,71617 – - 0,2288 - 0,4250 – 0,2996 0,4631 

19 0,32037 – 0,0754 - 0,2390 – - 0,0356 0,2264 

20 0,32033 – - 0,3541 - 0,2204 – 0,3908 0,2794 

21 0,36621 – - 0,0121 - 0,0828 – 0,0259 0,0848 

22 0,47637 – - 0,3567 0,0266 – 0,3522 0,329 

23 0,19803 – - 0,1197 0,0783 – 0,1066 - 0,0584 

24 0,16318 – - 0,1632 0,1638 – 0,1359 - 0,1366 

25 0,04241 – - 0,0848 0,1327 – 0,0627 - 0,1186 
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Trêng hîp 12a: TÊm h×nh tam gi¸c ®Òu bÞ ngµm ë toµn chu vi 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Muu Mxx Myy 

1 0 0,345 0 0,2891 – - 0,0482 - 0,2891 

2 0 0,281 0 0,2367 – - 0,0394 - 0,2367 

3 0 0,132 0 0,1202 – - 0,0200 - 0,1202 

4 0 0,007 0 0,0280 – - 0,0047 - 0,0280 

5 0 0 0 0 0 0 0 

6 0 0,061 0,0210 0,0070 - 0,0280 - 0,0221 - 0,0105 

7 0 0,271 0,1006 0,0335 - 0,1341 - 0,1062 - 0,0503 

8 0 0,565 0,2239 0,0745 - 0,2985 - 0,2363 - 0,1119 

9 0 0,819 0,3204 0,1068 - 0,4271 - 0,3382 - 0,1602 

10 0 0,926 0,3272 0,1091 - 0,4361 - 0,3454 - 0,1636 

11 0 0,816 0,2208 0,0756 - 0,3025 - 0,2694 - 0,1134 

12 0 0,496 0,0757 0,0252 - 0,1010 - 0,0790 - 0,0379 

13 0 0 0 0 0 0 0 

14 0,10840 – - 0,0393 0,0297 – 0,0343 - 0,0232 

15 0,06914 – - 0,0089 0,0058 – 0,0080 - 0,0048 

16 0,02098 – 0,0272 - 0,0119 – - 0,0252 0,0074 

17 0,25736 – - 0,1124 - 0,1048 – 0,1298 0,1235 

18 0,20117 – - 0,0655 - 0,1004 – 0,0821 0,1113 

19 0,07962 – 0,0419 - 0,0700 – - 0,0303 0,0630 

20 0,29962 – - 0,1553 - 0,1334 – 0,1776 0,1593 

21 0,14427 – 0,0111 - 0,0838 – 0,0029 0,0820 

22 0,28610 – - 0,2200 - 0,0886 – 0,2348 0,1253 

23 0,17610 – - 0,0661 - 0,0509 – 0,0746 0,0619 

24 0,15113 – - 0,1511 0,0060 – 0,1501 0,0192 

25 0,07573 – - 0,1541 0,0500 – 0,1431 - 0,0248 
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Trêng hîp 12b: TÊm h×nh tam gi¸c ®Òu bÞ ngµm ë toµn chu vi 

C¸c ®¹i lîng tÝnh to¸n §iÓm  
tÝnh to¸n w Q Wxx Wyy Muu Mxx Myy 

1 0 1,638 0 0,8543 – - 0,1424 - 0,8543 

2 0 1,491 0 0,7348 – - 0,1225 - 0,7348 

3 0 1,087 0 0,4366 – - 0,0728 - 0,4366 

4 0 0,557 0 0,1289 – - 0,0215 - 0,1289 

5 0 0 0 0 0 0 0 

6 0 0,503 0,0967 - 0,0322 - 0,1289 - 0,1021 - 0,0483 

7 0 0,948 0,3170 0,1057 - 0,4226 - 0,3346 - 0,1585 

8 0 1,206 0,5048 0,1683 - 0,6730 - 0,5328 - 0,2524 

9 0 1,164 0,5372 0,1791 - 0,7162 - 0,5670 - 0,2686 

10 0 0,846 0,4014 0,1338 - 0,5352 - 0,4237 - 0,2007 

11 0 0,402 0,1907 0,0636 - 0,2534 - 0,2013 - 0,0954 

12 0 0,069 0,0420 0,0140 - 0,0560 - 0,0443 - 0,0210 

13 0 0 0 0 0 0 0 

14 0,32036 – - 0,0896 - 0,1001 – 0,1063 0,1450 

15 0,23075 – - 0,0444 - 0,1288 – 0,0659 0,1362 

16 0,09671 – 0,0373 - 0,1235 – - 0,0168 0,1173 

17 0,59925 – - 0,2240 - 0,3535 – 0,2809 0,3909 

18 0,48728 – - 0,1550 - 0,3193 – 0,2082 0,3452 

19 0,22027 – 0,0467 - 0,1950 – - 0,0142 0,1872 

20 0,55699 – - 0,2725 - 0,2334 – 0,3114 0,2788 

21 0,28450 – - 0,0120 - 0,1145 – 0,0311 0,1165 

22 0,40235 – - 0,2994 - 0,0321 – 0,3047 0,0820 

23 0,25367 – - 0,1030 0,0207 – 0,0995 - 0,0035 

24 0,14877 – - 0,1488 0,1175 – 0,1292 - 0,0927 

25 0,01196 – - 0,0839 0,1144 – 0,0649 - 0,1005 
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2.6.6. Vá máng ®µn håi 

2.6.6.1. Kh¸i niÖm vµ gi¶ thiÕt tÝnh to¸n 
 

 
 

H×nh 2.6.16: Vá máng 

 
Vá máng lµ kÕt cÊu cã d¹ng mÆt cong hoÆc gÊp khóc, trong ®ã tû lÖ gi÷a bÒ dµy h 

cña mÆt vá vµ  kÝch thíc c¹nh ng¾n nhÊt b cña vá n»m trong ph¹m vi: 

  
1 h 1

200 b 8
 < < 
 

  

Còng nh tÊm, mÆt chia ®«i chiÒu dµy cña vá ®îc gäi lµ mÆt trung b×nh cña vá. 
Kh¸c víi tÊm, díi t¸c dông cña t¶i träng cã ph¬ng vu«ng gãc víi mÆt vá trong vá 
xuÊt hiÖn hai lo¹i néi lùc (h×nh 2.6.16): 

+  Néi lùc mµng: lµ lùc kÐo hoÆc nÐn vµ lùc g©y trît cã ph¬ng tiÕp tuyÕn víi mÆt 

trung b×nh cña vá, thêng ký hiÖu lµ Nx, Ny vµ Nxy. 

+  Néi lùc uèn: lµ m« men uèn, m« men xo¾n vµ lùc c¾t thêng ký hiÖu lµ Mx, My, 

Mxy, Qx, Qy. 
 

Tuy vËy, kh«ng ph¶i lóc nµo hai lo¹i néi lùc trªn còng cã gi¸ trÞ ®¸ng kÓ. Tuú 
thuéc vµo d¹ng mÆt vá, vµo d¹ng t¶i träng vµ liªn kÕt v.v... cã trêng hîp néi lùc uèn cã 
gi¸ trÞ rÊt nhá, vá hÇu nh kh«ng chÞu uèn, chØ chÞu kÐo hoÆc nÐn. Vá chØ cã néi lùc 
mµng ®îc gäi lµ vá kh«ng m« men, cßn vá cã c¶ néi lùc mµng lÉn néi lùc uèn ®îc gäi 
lµ vá m« men. Ch¼ng h¹n, víi vá cã d¹ng trßn xoay chÞu t¶i träng ®èi xøng trôc th× bé 
phËn vá ë ®ñ xa vÞ trÝ liªn kÕt hoÆc c¸c nÑp gia cè cã thÓ xem lµ vá kh«ng m« men, cßn 
bé phËn vá ë gÇn vÞ trÝ liªn kÕt hoÆc c¸c nÑp gia cè ®îc xem lµ vá m« men. 

§Ó x©y dùng ph¬ng tr×nh vi ph©n tÝnh vá máng còng ®a vµo mét sè gi¶ thiÕt 
gÇn ®óng vÒ øng xö cña vËt liÖu vµ biÕn d¹ng, cô thÓ lµ: 

+  VËt liÖu vá tu©n theo ®Þnh luËt Hóc. 

+  ChuyÓn vÞ cña vá do biÕn d¹ng g©y ra rÊt nhá so víi kÝch thíc cña vá. 

+  Ph¸p tuyÕn cña mÆt trung b×nh cña vá tríc biÕn d¹ng vÉn gi÷ vu«ng gãc víi mÆt 
trung b×nh cña vá sau khi bÞ biÕn d¹ng (®Þnh luËt KiÕc khèp). 
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Vá cã ®é cong cña mÆt vá nhá ®îc gäi lµ vá tho¶i. Víi lo¹i vá nµy c¸c sè h¹ng 
bËc cao liªn quan ®Õn ®é cong cña vá cã thÓ bá qua nªn ph¬ng tr×nh tÝnh ®¬n gi¶n h¬n 
so víi nh÷ng vá cã ®é cong lín. 

Lý thuyÕt tæng qu¸t ®Ó tÝnh to¸n vá rÊt phøc t¹p. Nh»m ®¬n gi¶n cho viÖc øng 
dông víi tõng d¹ng vá vµ tõng trêng hîp chÞu t¶i ®∙ thiÕt lËp c¸c ph¬ng tr×nh hoÆc 
c«ng thøc tÝnh to¸n riªng. Díi ®©y tr×nh bµy mét sè trêng hîp ®¬n gi¶n thêng gÆp. 

 

2.6.6.2. Vá trô trßn kÝn                                                 
 

 
 

H×nh 2.6.17: Néi lùc t¸c dông trªn mét ph©n tè cña vá trô trßn kÝn 
 

 

1. Ph¬ng tr×nh c¬ b¶n 
+  Ph¬ng tr×nh c©n b»ng biÓu diÔn quan hÖ gi÷a néi lùc vµ t¶i träng t¸c dông trªn bÒ 

mÆt cña vá 

  
syx

x

NN
Rp 0

∂∂
− + =

∂α ∂β
 

  xs s
s y

N N
Q Rp 0

∂ ∂
− − − + =

∂α ∂β
 

  s s
s

Q Q
N Rp 0ν

∂ ∂
+ + + =

∂α ∂β
 (2.6.50) 

  xs s
s

M M
Q R 0

∂ ∂
− + =

∂α ∂α
 

  sx x
x

M M
Q R 0

∂ ∂
+ − =

∂β ∂α
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trong ®ã: 

x(α), s(β), ν - ph¬ng ®êng sinh, ph¬ng tiÕp tuyÕn víi chu vi vµ ph¬ng ph¸p  
    tuyÕn víi mÆt vá; 

px, ps, pν - cêng ®é t¶i träng ph©n bè theo ph¬ng däc trôc (®êng sinh), ph¬ng  
      tiÕp tuyÕn víi chu vi (vu«ng gãc víi ®êng sinh) vµ ph¬ng ph¸p tuyÕn  
      víi mÆt vá; 

R - b¸n kÝnh trô. 
 

+  Ph¬ng tr×nh h×nh häc biÓu diÔn quan hÖ gi÷a biÕn d¹ng vµ chuyÓn vÞ 

  x
1 u

R

∂
ε =

∂α
 

  s
1 v

w
R

 ∂
ε = − ∂β 

 

  xs
1 u v

R

 ∂ ∂
ε = + ∂β ∂α 

 (2.6.51) 

  
2

x 2 2

1 w

R

∂
χ =

∂α
 

  s 2

1 w
v

R

∂ ∂ χ = + ∂β ∂α 
 

  xs 2

1 w
v

R

 ∂ ∂
χ = + ∂α ∂β 

 

trong ®ã: 

u, v, w - chuyÓn vÞ cña ®iÓm bÊt kú trªn mÆt trung b×nh theo ph¬ng cña c¸c trôc  
    to¹ ®é; 

εx, εs, εxs - biÕn d¹ng th¼ng vµ biÕn d¹ng gãc trong mÆt ph¼ng trung b×nh; 

χx, χs, χxs - biÕn d¹ng uèn (®é cong cña mÆt vá) vµ biÕn d¹ng xo¾n. 
 

+  Ph¬ng tr×nh liªn tôc biÕn d¹ng 

  

s xs

s xs x xs

x xs s xs
2 2

0

0
R R

1 1
0

R 2 2R R

∂χ ∂χ
− =

∂α ∂β
∂χ ∂χ ∂ε ∂ε

− − + =
∂β ∂α ∂β ∂α

χ ∂ε ∂ε ∂ε   ∂ ∂ ∂ε
− − + − =   ∂β ∂α ∂β ∂α∂α ∂β   

 (2.6.52) 
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+  Ph¬ng tr×nh vËt lý biÓu diÔn quan hÖ gi÷a néi lùc vµ biÕn d¹ng 

  

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

x x s2

y s x2

xs

3

x x s2

3

s s x2

3

xs sx xs2

Et
N

1

Et
N

1

Et
N

2 1

Et
M

12 1

Et
M

12 1

Et
M M

12 1

= ε + µε
− µ

= ε + µε
− µ

= ε
+ µ

= χ + µχ
− µ

= χ + µχ
− µ

= − = χ
− µ

 (2.6.53) 

trong ®ã: 

t - bÒ dµy cña vá;   

E, µ - m« ®un ®µn håi vµ hÖ sè Po¸t-x«ng cña vËt liÖu vá.    
       

2. Vá trô chÞu t¸c dông cña t¶i träng ®èi xøng trôc 
 

a.  Lý thuyÕt kh«ng m« men 

Ph¬ng tr×nh c©n b»ng: 

  
x

x

s

dN
Rp 0

d
N Rp 0ν

+ =
α
+ =

 (2.6.54) 

Tõ hai ph¬ng tr×nh nµy dÔ dµng x¸c ®Þnh lùc däc theo ph¬ng däc trôc Nx vµ  
lùc däc theo ph¬ng híng vßng Ns cña vá díi t¸c dông cña t¶i träng ph©n bè ®Òu px 

theo ph¬ng däc trôc vµ t¶i träng ph©n bè bËc nhÊt pν theo ph¬ng vu«ng gãc víi mÆt. 
VÝ dô víi vá chÞu t¸c dông cña träng lîng b¶n th©n vµ ¸p lùc thuû tÜnh bªn trong (h×nh 
2.6.18): 

   
( )
( )

x

s n

N H x

N H x R

= γ −

= γ −
 

trong ®ã: 

γ - träng lîng riªng cña vËt liÖu vá; 

γn - träng lîng riªng cña níc.  
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H×nh 2.6.18: Vá trô chÞu t¶i träng ®èi xøng trôc 
 
b.  Lý thuyÕt m« men 

+  Ph¬ng tr×nh vi ph©n ®é vâng 

  
4

4 x
4

Nd w 1
4 w p

D Rd
ν

 + η = + µ 
α  

 (2.6.55) 

trong ®ã:   

  

( )

( )

2

4
2 2

3

2

3 1

R t

Et
D

1

− µ
η =

=
− µ

    (2.6.56)      

+ NghiÖm cña ph¬ng tr×nh 

                   ( )x
1 2w e C cos x C sin xη= η + η +  

      ( ) ( )x
3 4e C cos x C sin x f x−η+ η + η +   (2.6.57) 

trong ®ã: 

C1, C2, C3, C4 - h»ng sè tÝch ph©n x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn biªn; 

f(x) - nghiÖm riªng x¸c ®Þnh tõ d¹ng cña t¶i träng t¸c dông trªn mÆt trô. 
 

+  §iÒu kiÖn biªn ë hai ®Çu vá 

 -  Ngµm:   Gãc xoay ϕx = 0; §é vâng w = 0. 

 -  Tùa khíp:  §é vâng w = 0; M« men uèn Mx = 0. (2.6.58) 

 -  Tù do:  Lùc c¾t Qx = 0;  M« men uèn Mx = 0. 
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+  C«ng thøc tÝnh néi lùc 

  

x x

s x2

2

x 2

s x

3

x 3

N C p dx

1 Et
N N w

R1

d w
M D

dx
M M

d w
Q D

dx

= +

 = µ − 
 − µ

= −

= µ

=

∫

 (2.6.59) 

+  Lêi gi¶i cho mét sè bµi to¸n 

-  Vá trô chÞu ¸p lùc thuû tÜnh bªn trong vá (h×nh 2.6.18) 

  

( )

x x
x

x x
x

2

x 1
N RH 1 e cos x 1 e sin x

H H

RtH 1
M e sin x 1 e cos x

H12 1

−η −η

−η −η

  
= µ − − η − − η  η  

  µ
= − η − − η  η  − µ

(2.6.60) 

Chó ý lµ kÕt qu¶ nµy chØ ¸p dông víi vá cã H 3 Rt≥ . 
 

- Vá trô cã ®ai gia cêng chÞu ¸p lùc ®Òu bªn trong (h×nh 2.6.19) 

 

 
 

H×nh 2.6.19: Vá trô cã ®ai gia cêng 
 

M« men uèn vµ lùc c¾t t¹i vÞ trÝ s¸t mÐp ®ai: 

   

K
0

K

K
0

K

F ct
M 0,304p Rt

F 1,56t Rt

F ct
Q 0,78p Rt

F 1,56t Rt

ν

ν

−
=

+

−
=

+

 (2.6.61) 

trong ®ã:  

FK - diÖn tÝch mÆt c¾t ngang cña ®ai; 

c - chiÒu réng cña ®ai. 
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Lùc däc trong ®ai: 

   

K

2
c

N p R
2t

1
F

ν

+
η

=
+

η

 (2.6.62) 

Chó ý lµ c«ng thøc tÝnh lùc däc trong ®ai chØ ®îc ¸p dông khi kho¶ng c¸ch gi÷a 

c¸c ®ai 
4

≥
η

. 

 

-  Vá trô kÝn chÞu ¸p lùc ®Òu bªn trong (h×nh 2.6.20) 

 

 
 

H×nh 2.6.20. Vá trô kÝn chÞu ¸p lùc ®Òu bªn trong 
 

 

Néi lùc t¹i mÆt c¾t tiÕp gi¸p ®¸y ë hai ®Çu 

  

( ) ( )

( ) ( )

( )

3 2 2 3
d

3d
d

0 2
d
3

d d d

3 22

0 0
d d

p R D 2p R Et D

4D 1
Et 1 Et 2RD 1

2
M

Et2R D
2

D 1 Et 2D R 1

p R D2R D
Q M 2

D (1 ) 4D 1

ν ν

ν

η η
+

µ+ µ    − + η − µ    =
ηη

η + −
+ µ + η − µ

  ηη
= η + − 

+ µ + µ  

 (2.6.63) 

trong ®ã: Dd, td lµ ®é cøng trô vµ bÒ dµy cña ®¸y. 
 

2.6.6.3. Vá trßn xoay chÞu t¸c dông cña t¶i träng ®èi xøng trôc 
 

 
 

H×nh 2.6.21: Vá trßn xoay chÞ t¶i träng ®èi xøng trôc 
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1. Néi lùc cña vá 
a.  Lý thuyÕt vá kh«ng m« men 

+  C«ng thøc tÝnh néi lùc 

   

z
1

1 2

1 2

Q
N

2 r sin
N N

0
R R

=
π α

+ =
 (2.6.64) 

trong ®ã: 

R1 - b¸n kÝnh cong theo ph¬ng ®êng sinh (kinh tuyÕn); 

R2 - b¸n kÝnh cong theo ph¬ng vu«ng gãc víi ®êng sinh (vÜ tuyÕn); 

α - gãc hîp bëi gi÷a ph¸p tuyÕn cña mÆt vá víi trôc xoay cña mÆt vá; 

Qz - tæng hîp lùc theo ph¬ng trôc vá cña t¶i träng t¸c dông phÝa trªn mÆt c¾t tÝnh  
    néi lùc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc: 

  
2z

z z
0

dx
Q 2 rp 1 dz

dz
 = π +  
 ∫  (2.6.65) 

+  Vá cÇu chÞu t¶i ph©n bè ®Òu th¼ng ®øng (h×nh 2.6.22) 

 

 
 

H×nh 2.6.22: Vá cÇu chÞu lùc ph©n bè ®Òu th¼ng ®øng  
 

  
1 z

2 z

1
N p R

2
1

N p R cos2
2

=

= α
 (2.6.66) 

Lùc x« ngang t¹i gèi tùa: 

   z
1

H p R cos
2

= α  (2.6.67) 
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+  Vá cÇu n»m trong dÞch thÓ (h×nh 2.6.23) 

 

 
 

H×nh 2.6.23: Vá cÇu n»m trong dÞch thÓ  

 

               

( )

( )

3

1 2

3

2 2

2R 1 cosR
N a R

2 3sin

1 1 cos
N R a R R cos

2 3sin

 − αγ  = + −
 α  
  − α

= γ + + − α   α   

 (2.6.68) 

Lùc x« ngang t¹i gèi tùa: 

  1H N cos= α   (2.6.69) 
 

+  Vá cÇu chøa ®Çy dÞch thÓ (h×nh 2.6.24) 

 

 
 

H×nh 2.6.24: Vá cÇu chøa ®Çy dÞch thÓ  

 

-  PhÝa trªn vµnh ®ì A-A 

  

2 2

1

2 2

2

R 2 cos
N 1

6 1 cos

R 2 cos
N 5 6 cos

6 1 cos

 γ α
= −  + α 

 γ α
= − α +  + α 

 (2.6.70) 

-  PhÝa díi vµnh ®ì A-A 
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2 2

1

2 2

2

R 2 cos
N 5

6 1 cos

R 2 cos
N 1 6 cos

6 1 cos

 γ α
= +  − α 

 γ α
= − α −  − α 

 (2.6.71) 

+  Vá nãn chøa ®Çy dÞch thÓ (h×nh 2.6.25) 
 

 

 
 

H×nh 2.6.25: Vá nãn chøa ®Çy dÞch thÓ  
 

              

( )
1

2

2
y d y tg

3
N

2 cos
d y ytg

N
cos

 γ − α 
 =

α
γ − α

=
α

 (2.6.72) 

 

b.  Lý thuyÕt vá m« men 

T¹i vÞ trÝ gÇn vßng ®ì xuÊt hiÖn m« men uèn, song gi¸ trÞ cña m« men t¾t rÊt 
nhanh. Néi lùc cña vá ë vÞ trÝ nµy phô thuéc vµo ®é cøng cña vßng ®ì. Trêng hîp ®é 
cøng cña vßng rÊt lín (tuyÖt ®èi cøng) néi lùc ®îc tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  

( )

( )

k1
1 K

2

k

2 K

2
k1

1 K
2

2

k2
2 K

2
1

R cot g
N N e cos k

2R k sin
4

e
N N sin k

4
sin

4

R
M N e cos k

4
2R k sin

4

R 2cot g
M D N ke sin k

R
RtR sin

4

− ω

− ω

− ω

− ω

α
= ω + δ

π δ + 
 

π = ω + δ + π   δ + 
 

π = − ω + δ + π   δ + 
 

α
= ω + δ

π δ + 
 

 (2.6.73) www.vn
co

ld.
vn

www.vn
co

ld.
vn



Ch¬ng 2 - c¬ kÕt cÊu 307 

 

trong ®ã: 

δ - gi¸ trÞ phô thuéc vµo ®iÒu kiÖn liªn kÕt cña vá vµo vßng, 

NÕu hµn chÆt δ = 0, 

NÕu nèi khíp b¶n lÒ ;
4

π
δ =  

k - hÖ sè t¾t dÇn x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc: 

  
( )2

4
1 2 2

2

3 1
k R

R t

− µ
=  (2.6.74) 

 

2.6.7. VËt liÖu ®µn håi phi tuyÕn 
Mét sè vËt liÖu nh ®Êt, ®¸... hÇu nh kh«ng cã kh¶ n¨ng chÞu kÐo, cßn khi chÞu 

nÐn quan hÖ gi÷a øng suÊt vµ biÕn d¹ng kh«ng cßn tu©n theo ®Þnh luËt Hóc. Trêng hîp 
chÞu nÐn däc trôc quan hÖ nµy cã d¹ng ®êng cong gÇn víi d¹ng ®êng hypecb«n nh ë 
h×nh 2.6.26. Theo §un-can & Chang vËt liÖu ®µn håi phi tuyÕn cã m« ®un ®µn håi vµ  
hÖ sè Po¸t-x«ng ®Òu lµ hµm cña øng suÊt vµ ®îc gäi lµ m« ®un tiÕp tuyÕn vµ hÖ sè 
Po¸t-x«ng tiÕp tuyÕn.  

 

 
 

H×nh 2.6.26: Quan hÖ gi÷a øng suÊt vµ biÕn d¹ng cña vËt liÖu ®µn håi phi tuyÕn 
 

M« h×nh Dun-can & Chang ®îc sö dông kh¸ réng r∙i ®Ó tÝnh to¸n ®Ëp ®Êt ®¾p 
hoÆc ®Ëp ®¸ ®æ. M« ®un tiÕp tuyÕn vµ hÖ sè Po¸t-x«ng tiÕp tuyÕn cña vËt liÖu øng víi 

gi¸ trÞ øng suÊt σ1, σ3 bÊt kú ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc: 

  
( )( ) 2

1 3
i 0

3

R 1 sin
E E 1

2c cos 2 sin

 − ϕ σ − σ
= − ϕ + σ ϕ 

  (2.6.75) 

  
( )

i
t 1 D

µ
µ =

− ε
  (2.6.76) 
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trong ®ã: 

E0 - m« ®un ban ®Çu, 
n

3
0 a

a

E KP
P

 σ
=  

 
; 

µ0 - hÖ sè Po¸t-x«ng ban ®Çu, 3
0

a

G F og
P

 σ
µ = −  

 
l ; 

Pa - ¸p lùc khÝ quyÓn; 

εa - biÕn d¹ng nÐn däc trôc. 
 

C¸c th«ng sè vËt liÖu c, ϕ, R, K, n, G, F, D ®îc x¸c ®Þnh b»ng thÝ nghiÖm nÐn ba 
trôc. Díi ®©y ®a c¸c gi¸ trÞ cña c¸c th«ng sè nµy øng víi mét ®Ëp ®¸ ®æ ®Ó tham kh¶o. 

 

B¶ng 2.6.3:  Th«ng sè vËt liÖu theo m« h×nh §un-can & Chang  
    víi mét sè lo¹i vËt liÖu 
 

VËt liÖu R K n G F D 

§¸ ®æ n»m díi níc 0,88 750 0,49 0,41 0,16 2,8 

§¸ ®æ 0,88 900 0,49 0,41 0,16 2,8 

Líp ®Öm 0,86 1050 0,46 0,40 0,13 3,8 

B¶n mÆt bª t«ng 0 200000 0 0,17 0 0 

 
Bµi to¸n phi tuyÕn thêng ph¶i gi¶i ®óng dÇn b»ng ph¬ng ph¸p lÆp. T¶i träng ®îc 

chia thµnh nhiÒu cÊp, trong mçi cÊp vËt liÖu ®îc coi nh ®µn håi tuyÕn tÝnh víi gi¸ trÞ 
m« ®un ®µn håi vµ hÖ sè Poat-x«ng kh«ng ®æi vµ ®îc x¸c ®Þnh chÝnh x¸c dÇn b»ng 
c«ng thøc (2.6.75) vµ (2.6.76) sau khi tÝnh ®îc øng suÊt ë tõng bíc lÆp. Qu¸ tr×nh gi¶i 
kÕt thóc khi sai sè cña øng suÊt tÝnh ®îc ë bíc lÆp sau so víi øng suÊt ë bíc lÆp 
tríc ®¹t trÞ sè cho phÐp. 

 
 

2.7. TÝnh hÖ kÕt cÊu - nÒn 
2.7.1. Kh¸i niÖm vµ gi¶ thiÕt tÝnh to¸n (m« h×nh nÒn) 

C¸c c«ng tr×nh thñy lîi nh ®Ëp, cèng, tr¹m b¬m, ®êng hÇm v.v... ®Òu ®îc ®Æt 
trªn mÆt nÒn (®¸y tiÕp xóc víi nÒn), ®Æt s©u trong nÒn (®¸y vµ mÆt bªn tiÕp xóc víi nÒn) 
hoÆc ®Æt ngÇm trong nÒn (toµn bé bÒ mÆt cña chu vi ngoµi tiÕp xóc víi nÒn). Do kÕt cÊu 
vµ nÒn tiÕp xóc chÆt chÏ víi nhau nªn c¶ hai cïng tham gia chÞu lùc. ThuËt ng÷ chuyªn 
m«n gäi hÖ kÕt cÊu vµ nÒn cïng tham gia chÞu lùc lµ hÖ kÕt cÊu - nÒn. §Ó tÝnh to¸n lo¹i 
kÕt cÊu nµy cho ®Õn nay thêng chän mét trong hai c¸ch tiÕp cËn: 
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1. C¸ch thø nhÊt 
+  Khi gi¶i b»ng gi¶i tÝch coi nÒn lµ nöa kh«ng gian (víi bµi to¸n kh«ng gian) hoÆc 

nöa mÆt ph¼ng (víi bµi to¸n ph¼ng) cã kÝch thíc v« h¹n vÒ chiÒu réng vµ chiÒu 
s©u ®îc cÊu t¹o tõ vËt liÖu ®µn håi tuyÕn tÝnh. Cßn khi gi¶i b»ng ph¬ng ph¸p sè 
thêng lÊy vïng nÒn cã kÝch thíc giíi h¹n ®ñ lín. Ch¼ng h¹n khi tÝnh ®Ëp th× 
vïng nÒn cïng tham gia chÞu lùc víi ®Ëp thêng lÊy cã chiÒu réng Ýt nhÊt gÊp 3 
lÇn chiÒu réng cña ®¸y ®Ëp, chiÒu s©u Ýt nhÊt b»ng chiÒu cao cña ®Ëp. ChuyÓn vÞ 
ngang trªn biªn ®øng AB, CD vµ chuyÓn vÞ ®øng trªn biªn ngang BC lÊy b»ng 0. 

+  TÝnh hÖ kÕt cÊu - nÒn nh mét kÕt cÊu kh«ng ®ång chÊt vÒ vËt liÖu víi ®iÒu kiÖn 
liªn tôc vÒ chuyÓn vÞ vµ øng suÊt trªn bÒ mÆt tiÕp xóc gi÷a kÕt cÊu víi nÒn (h×nh 
2.7.1 a).  
 

 

 
H×nh 2.7.1: S¬ ®å tÝnh kÕt cÊu cïng lµm viÖc víi nÒn 

 

2. C¸ch thø hai 
+  Gi¶ thiÕt d¹ng cña ph¶n lùc cña nÒn trªn bÒ mÆt tiÕp xóc (h×nh 2.7.1 b). 

 +  TÝnh kÕt cÊu díi t¸c dông cña ph¶n lùc nÒn gi¶ thiÕt vµ c¸c t¸c ®éng kh¸c nh 
víi kÕt cÊu th«ng thêng. 

Gi¶ thiÕt d¹ng cña ph¶n lùc nÒn sö dông phæ biÕn hiÖn nay lµ gi¶ thiÕt Uyn-cê-le 
(Winkler), coi nÒn cã biÕn d¹ng ®µn håi tuyÕn tÝnh, cêng ®é ph¶n lùc nÒn p ë ®iÓm  
bÊt kú trªn mÆt tiÕp xóc tû lÖ bËc nhÊt víi ®é lón y cña nÒn t¹i ®iÓm ®ã (h×nh 2.7.2),  
cô thÓ lµ: 

  1 1p k y=   (2.7.1) 

trong ®ã: hÖ sè tû lÖ k1 ®îc gäi lµ hÖ sè nÒn (N/cm3, kN/m3). TrÞ sè cña k1 ®îc x¸c 
®Þnh tõ thÝ nghiÖm bµn nÐn t¹i hiÖn trêng.  

Trêng hîp kh«ng cã sè liÖu thÝ nghiÖm, khi tÝnh dÇm hoÆc tÊm mãng ®Æt trªn 
nÒn cã thÓ tÝnh k1 b»ng c«ng thøc: 

  
( )

0
1 2

0

E
k

1 H
=

− µ
  (2.7.2) 
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trong ®ã: 

E0, µ0 - m« ®un biÕn d¹ng vµ hÖ sè Po¸t-x«ng cña nÒn; 

H - chiÒu s©u cña vïng ®Êt chÞu nÐn kÓ tõ bÒ mÆt tiÕp xóc. 
 

Ngoµi ra, cã thÓ tham kh¶o gi¸ trÞ k1 øng víi tõng lo¹i ®Êt trong b¶ng 2.7.1. 
 

B¶ng 2.7.1: HÖ sè nÒn cña mét sè lo¹i ®Êt 
 

Thø tù Ph©n lo¹i ®Êt nÒn HÖ sè nÒn (kN/m3) 

1 §Êt cã ®é chÆt nhá (c¸t ch¶y, c¸t míi ®¾p, sÐt Èm mÒm) 1000 - 5000 

2 §Êt cã ®é chÆt trung b×nh (sái ®¾p, sÐt Èm) 5000 - 50000 

3 §Êt chÆt (c¸t chÆt, sái, ®¸ d¨m, ®¸ vôn nhá, sÐt Ýt Èm) 5000 - 10000 

4 §Êt rÊt chÆt (¸ sÐt ®îc nÐn chÆt nh©n t¹o, sÐt cøng) 100000 - 200000 

5 §Êt cøng (®¸ mÒm nøt nÎ, ®¸ v«i, sa th¹ch) 200000 - 1000000 

6 §¸ cøng 1000000 - 15000000 

7 NÒn cäc 50000 - 150000 

 
VÒ mÆt vËt lý, b¶n chÊt cña gi¶ thiÕt Uyn-cê-le lµ thay thÕ nÒn b»ng tËp hîp cña 

mét hÖ lß xo th¼ng ®øng (h×nh 2.7.2.a), mçi lß xo ®¹i diÖn cho mét cét ®Êt nÒn cã kÝch 
thíc mÆt c¾t b»ng ®¬n vÞ. Ph¶n lùc nÒn t¹i mçi ®iÓm trªn bÒ mÆt tiÕp xóc chÝnh lµ lùc 
nÐn trong mçi lß xo. Trong gi¶ thiÕt Uyn-cê-le bá qua ma s¸t gi÷a c¸c cét ®Êt, do vËy 
dïng gi¶ thiÕt Uyn-cê-le kh«ng tÝnh ®îc chuyÓn vÞ ë ngoµi mãng g©y ra bëi t¶i träng 
®Æt trong mãng vµ ngîc l¹i. Nãi c¸ch kh¸c, m« h×nh Uyn-cê-le chØ ®Ò cËp ®Õn kh¶ 
n¨ng truyÒn lón bëi mãng, kh«ng ph¶n ¸nh ®îc kh¶ n¨ng truyÒn lón do ma s¸t gi÷a 
c¸c cét ®Êt nÒn. V× vËy dïng gi¶ thiÕt Uyn-cê-le kh«ng gi¶i ®îc bµi to¸n xem xÐt ¶nh 
hëng cña hai kÕt cÊu n»m c¹nh nhau, trong khi ¶nh hëng nµy trong nhiÒu trêng hîp 
kh«ng thÓ bá qua, thËm chÝ dÉn ®Õn sù cè ph¸ ho¹i c«ng tr×nh. 

 

 
 

H×nh 2.7.2: M« h×nh nÒn Uyn-cê-le (a) vµ Pas-te-rê-n¨k (b) 
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VÉn gi÷ tÝnh ®¬n gi¶n mµ l¹i kh¾c phôc ®îc nhîc ®iÓm nµy cña m« h×nh nÒn 
Uyn-cê-le m« h×nh nÒn Pas-te-rê-n¨k ®∙ ®a thªm vµo lùc ma s¸t gi÷a hai cét ®Êt thÓ 
hiÖn qua sù nÝu kÐo lÉn nhau cña c¸c lß xo kÒ liÒn (h×nh 2.7.2 b). TrÞ sè cña lùc ma s¸t 
tû lÖ víi ®é trît gi÷a hai cét ®Êt kÒ liÒn, mµ ®é trît nµy b»ng gãc xoay cña trôc dÇm 
hoÆc gãc xoay cña mÆt trung b×nh cña tÊm, cô thÓ lµ: 

-  Víi dÇm: 

  2
dw

t k
dz

=   (2.7.3) 

-  Víi tÊm: 

  
x 2x

y 2y

w
t k

x
w

t k
y

∂
=

∂
∂

=
∂

 (2.7.4) 

Trong c¸c c«ng thøc trªn c¸c hÖ sè tû lÖ k2 hoÆc k2x, k2y ®îc gäi lµ hÖ sè nÒn thø hai. 
HÖ sè nµy ®Æc trng cho sù t¾t dÇn ®é lón cña nÒn ë ngoµi ph¹m vi mãng cña g©y ra bëi 
t¶i träng ®Æt ë trong mãng vµ còng ®îc x¸c ®Þnh tõ thÝ nghiÖm bµn nÐn t¹i hiÖn trêng.  

M« h×nh nÒn Pas-te-rê-n¨c ®îc øng dông ®Ó gi¶i c¸c hÖ kÕt cÊu - nÒn cã xÐt ®Õn 
¶nh hëng cña t¶i träng bªn (t¶i träng ®Æt ngoµi mãng) ®Õn c«ng tr×nh, vÝ dô ¶nh hëng 
cña c«ng tr×nh sÏ x©y ®Õn c«ng tr×nh ®ang tån t¹i, ¶nh hëng cña ®Êt ®¾p hoµn thæ vµo 
hè mãng ®Õn c«ng tr×nh ®Æt trong hè mãng.  

 

2.7.2. TÝnh dÇm vµ tÊm trªn nÒn ®µn håi Uyn-cê-le 
Bµi to¸n tÝnh dÇm hoÆc tÊm trªn nÒn Uyn-cê-le thêng ®îc gi¶i b»ng ph¬ng 

ph¸p chuyÓn vÞ trªn c¬ së thiÕt lËp ph¬ng tr×nh vi ph©n ®é vâng cña dÇm hoÆc cña tÊm. 

Víi dÇm trªn nÒn Uyn-cê-le ph¬ng tr×nh vi ph©n ®é vâng ®îc viÕt ë d¹ng: 

  
4

1
4

kd w q
w

EJ EJdz
+ =   (2.7.5) 

trong ®ã: EJ lµ ®é cøng cña dÇm. 
 

Víi tÊm trªn nÒn Uyn-cê-le ph¬ng tr×nh vi ph©n ®é vâng ®îc viÕt ë d¹ng: 

  
4 4 4

1
4 2 2 4

k qw w w
2 w

D Dx x y y

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
 (2.7.6) 

trong ®ã: D lµ ®é cøng trô cña tÊm x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc (2.6.41). 
 

T×m nghiÖm cña c¸c ph¬ng tr×nh trªn b»ng ph¬ng ph¸p gi¶i tÝch chØ cho phÐp 
h¹n chÕ trong mét sè trêng hîp, ch¼ng h¹n nh dÇm hoÆc tÊm cã mÆt c¾t kh«ng ®æi, 
nÒn ®ång chÊt ®¼ng híng, t¶i träng ph©n bè liªn tôc v.v...  

www.vn
co

ld.
vn

www.vn
co

ld.
vn



312         sæ tay KTTL ∗ PhÇn 1 - c¬ së kü thuËt thñy lîi ∗ TËp 1       

Ch¼ng h¹n, víi dÇm cã ®é cøng kh«ng ®æi nghiÖm cña ph¬ng tr×nh (2. 7.5) cã d¹ng: 

   ( ) ( )mz mz
1 2 3 4y e C cos mz C sin mz e C cosmz C sin mz−= + + +  

trong ®ã: 

14
k

m
4EJ

= ; 

C1,..., C4 - c¸c h»ng sè tÝch ph©n ®îc x¸c dÞnh tõ ®iÒu kiÖn biªn. 
 

C¸c c«ng thøc tÝnh ®é vâng, gãc xoay vµ néi lùc cña dÇm ®îc thiÕt lËp cho 3 
trêng hîp cô thÓ: 

+  DÇm dµi v« h¹n. 

+  DÇm dµi nöa v« h¹n. 

+  DÇm dµi h÷u h¹n. 
 

Tuy vËy tÝnh to¸n b»ng c¸c c«ng thøc nµy kh¸ phøc t¹p, dÔ nhÇm lÉn. Tèt nhÊt lµ 
nªn sö dông c¸c phÇn mÒm lËp s½n vÝ dô SAP 2000 cña Mü hoÆc WSKC cña Trung t©m 
Tin häc trêng §¹i häc Thuû lîi. 

 
 

2.8. æn ®Þnh ®µn håi cña kÕt cÊu 
 

C¸c kÕt cÊu, nhÊt lµ c¸c kÕt cÊu cã d¹ng m¶nh khi chÞu nÐn hoÆc uèn nÕu t¶i träng 
vît qu¸ mét gi¸ trÞ tíi h¹n nµo ®ã sÏ bÞ mÊt æn ®Þnh. Khi bÞ mÊt æn ®Þnh ngoµi biÕn 
d¹ng b×nh thêng ë kÕt cÊu sÏ xuÊt hiÖn thªm biÕn d¹ng kh¸c, vÝ dô ë thanh chÞu nÐn sÏ 
xuÊt hiÖn thªm biÕn d¹ng uèn, ë dÇm chÞu uèn sÏ xuÊt hiÖn thªm biÕn d¹ng xo¾n v.v... 
VÒ nguyªn t¾c kh«ng bao giê ®îc cho kÕt cÊu lµm viÖc ë tr¹ng th¸i mÊt æn ®Þnh. 

TÝnh æn ®Þnh cña kÕt cÊu lµ x¸c ®Þnh lùc tíi h¹n Pth hoÆc tham sè lùc tíi h¹n uth 
®Ó trªn c¬ së ®ã gi÷ cho kÕt cÊu lµm viÖc ë tr¹ng th¸i c©n b»ng æn ®Þnh. V× trong phÇn 
lín c¸c trêng hîp kÕt cÊu bÞ mÊt æn ®Þnh khi vËt liÖu cña kÕt cÊu cßn lµm viÖc trong 
giai ®o¹n ®µn håi nªn díi ®©y chØ xÐt æn ®Þnh ®µn håi cña kÕt cÊu. 

2.8.1. æn ®Þnh ®µn håi cña thanh chÞu nÐn ®óng t©m 

2.8.1.1. Thanh hai ®Çu liªn kÕt cøng chÞu lùc tËp trung ë ®Ønh (h×nh 2.8.1) 

  
( )

2

th 2

EJ
P

π
=

µ
 (2.8.1) 

  
2

th
th 2

P E

F

π
σ = =

λ
 (2.8.2) 
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trong ®ã: 

E - m« ®un ®µn håi cña vËt liÖu lµm thanh; 

J - m«men qu¸n tÝnh chÝnh trung t©m cã gi¸ trÞ nhá nhÊt cña mÆt c¾t ngang; 

 - chiÒu dµi thanh; 

µ - hÖ sè phô thuéc liªn kÕt hai ®Çu thanh cho trong h×nh 2.8.1; 

F - diÖn tÝch nguyªn cña mÆt c¾t ngang thanh; 

λ - ®é m¶nh cña thanh 

  λ = µ F

J
 (2.8.3) 

C¸c c«ng thøc trªn chØ ®óng khi vËt liÖu lµm viÖc trong giai ®o¹n ®µn håi, nghÜa lµ 

khi λ ≤  λ0 =
2

tlÖ

Eπ
σ

. λ0 lµ mét ®Æc trng c¬ häc cña vËt liÖu. 

 

 
 

H×nh 2.8.1: HÖ sè liªn kÕt hai ®Çu thanh µ 
 

2.8.1.2. Thanh 2 ®Çu liªn kÕt cøng chÞu träng lîng b¶n th©n  

  ( )th 2

EJ
q k=


 (2.8.4) 

trong ®ã k lµ hÖ sè phô thuéc liªn kÕt 2 ®Çu thanh vµ cho trong h×nh 2.8.2. 

 

 
 

H×nh 2.8.2: HÖ sè liªn kÕt hai ®Çu thanh k 
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2.8.1.3. Thanh 2 ®Çu liªn kÕt ®µn håi 
Víi thanh cã hai ®Çu liªn kÕt ®µn håi ph¬ng tr×nh x¸c ®Þnh lùc tíi h¹n cã d¹ng 

siªu viÖt. Trong b¶ng 2.8.1 tr×nh bµy mét sè trêng hîp thêng gÆp. 
 

B¶ng 2.8.1 
 

S¬ ®å kÕt cÊu 

   

Ph¬ng tr×nh æn ®Þnh 


KEJ
cotgv = v   

 
 

2

v
tgv =

KEJ
1+ v

 


3

3

KEJ
tgv = v - v  

v =  thP

EJ
;  K lµ ®é mÒm cña liªn kÕt ®µn håi. 

 

2.8.2. æn ®Þnh ®µn håi cña dÇm chÞu uèn ph¼ng 

2.8.2.1. DÇm mÆt c¾t ngang lµ h×nh ch÷ nhËt hÑp 
Lùc tíi h¹n øng víi mét sè trêng hîp chÞu lùc cho trong b¶ng 2.8.2. 
 

B¶ng 2.8.2: Lùc tíi h¹n dÇm ch÷ nhËt hÑp  
 

S¬ ®å dÇm Lùc tíi h¹n Ghi chó 

 

π
th y zM = EJ GJ  

z lµ trôc thanh 

 

 
th y z
K

P = EJ GJ  K phô thuéc c ®îc cho trªn b¶ng 2.8.3  
P ®Æt trªn trôc dÇm 

 q 

l  

( )
 y zth 2

28,3
q = EJ GJ  q ®Æt trªn trôc dÇm 
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S¬ ®å dÇm Lùc tíi h¹n Ghi chó 

 
th y z2

K
P = EJ GJ  

K phô thuéc kho¶ng c¸ch a tõ ®iÓm ®Æt lùc 
tíi trôc dÇm. TrÞ sè cho trªn b¶ng 2.8.4 vµ 
2.8.5 

 

( )


y zth 2

12,85
q = EJ GJ  q ®Æt trªn trôc dÇm 

 


th
0 y z2

52,8
q = EJ GJ  q ®Æt trªn trôc dÇm 

 

B¶ng 2.8.3 
 

c


 0,5 0,45 0,4 0,35 0,3 0,25 0,2 0,15 0,1 0,05 

K 16,94 17,15 17,82 19,04 21,01 24,1 29,11 37,88 56,01 111,6 

 

B¶ng 2.8.4 
 

§iÓm ®Æt lùc c¸ch träng t©m phÝa trªn ®o¹n lµ a 


y

z

EJa
GJ

 0 0,0031 0,0887 0,164 0,238 0,322 0,425 0,568 0,791 1,224 2,485 

K 4,013 4,0 3,6 3,2 2,8 2,4 2,0 1,6 1,2 0,8 0,4 

 

B¶ng 2.8.5 
 

§iÓm ®Æt lùc ë díi träng t©m vµ c¸ch kho¶ng lµ a 


y

z

EJa
GJ

 0 0,114 0,320 0,923 ∞ 

K 4,013 4,4 4,8 5,2 5,562 
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2.8.2.2. DÇm mÆt c¾t ngang ch÷ I 
Lùc tíi h¹n øng víi mét sè trêng hîp chÞu lùc cña dÇm cho trong b¶ng 2.8.6. 
 

B¶ng 2.8.6: Lùc tíi h¹n cña dÇm ch÷ I chÞu uèn ph¼ng 
 

S¬ ®å dÇm Lùc tíi h¹n Ghi chó 

 

th y z
K

M = EJ GJ  

(GJz: ®é cøng chèng xo¾n cña 
mÆt c¾t ngang) 

HÖ sè  

π π


2
2

2

a
K = 1+  

phô thuéc tû sè 

a

 cho trong b¶ng 2.8.7, 

trong ®ã ≈
2 * 2

y y2

z z

h EJ h EJ
a =

2GJ 4GJ
 (h lµ chiÒu 

cao tiÕt diÖn ch÷ I) 

 


th y z2

aK
P = EJ GJ  

α, K hÖ sè phô thuéc tû sè 

a
; trÞ sè α cho 

trong b¶ng 2.8.8; trÞ sè K cho trong b¶ng 
2.8.9 

 
( )

 y zth 2

K
q = EJ GJ  

HÖ sè K phô thuéc tû sè 

a
; trÞ sè K cho 

trong b¶ng 2.8.10 øng víi 3 trêng hîp:  
q ®Æt ë träng t©m, ë b¶n c¸nh trªn, ë b¶n 
c¸nh díi. 

 


th y z2

K
P = EJ GJ  

HÖ sè K (khi P ®Æt ë trôc dÇm) phô thuéc tû 

sè 

a

, cho trong b¶ng 2.8.11 

 

B¶ng 2.8.7 
 

2

2a
 0,1 1 2 4 6 8 10 12 16 20 24 28 32 36 40 100 

K 31,40 10,36 7,66 5,85 5,11 4,70 4,43 4,24 4,0 3,83 3,73 3,66 3,59 3,55 3,51 3,29 

 

B¶ng 2.8.8: Gi¸ trÞ α khi ξ≤0,5 khi P ®Æt trªn trôc dÇm 
 

ξ 0,5 0,45 0,4 0,35 0,3 0,25 0,2 0,15 0,1 

α 1,0 1,012 1,051 1,125 1,210 1,422 1,717 2,235 3,305 
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B¶ng 2.8.9: Gi¸ trÞ K khi P ®Æt trªn trôc dÇm 
 

2

2a
 0,4 4 8 16 24 32 48 64 80 96 160 240 320 400 

K 86,4 31,9 25,6 21,8 20,3 19,6 18,8 18,3 18,1 17,9 17,5 17,4 17,2 17,2 

 

B¶ng 2.8.10: Gi¸ trÞ K khi P ®Æt ë c¸c vÞ trÝ kh¸c nhau 
 

2

2a
 0,4 4 8 16 24 32 48 64 80 128 200 280 360 400 

Träng t©m 
tiÕt diÖn 143,0 53,0 42,6 36,3 33,8 32,6 31,5 30,5 30,1 29,4 29,0 28,8 28,6 28,6 

B¶n c¸nh 
trªn 92,9 36,3 30,4 27,5 26,6 26,1 26,0 25,9 25,8 26,0 26,3 26,5 26,6 26,7 K 

VÞ  
trÝ 

®Æt 
t¶i  
P B¶n c¸nh 

díi 222,5 77,4 59,6 48,1 43,6 40,5 37,9 36,3 35,1 33,2 32,0 31,5 31,0 30,8 

 

B¶ng 2.8.11: Gi¸ trÞ K khi P ®Æt trªn trôc dÇm 
 

2

2a
 0,1 1 2 3 4 6 8 10 12 14 16 24 32 40 

K 44,3 15,7 12,2 10,7 9,76 8,69 8,03 7,58 7,2 6,96 6,73 6,19 5,87 5,64 

 

2.8.3. æn ®Þnh ®µn håi cña khung ph¼ng  
 

§Ó x¸c ®Þnh lùc tíi h¹n cña c¸c thanh chÞu nÐn trong khung ph¼ng thêng dïng 
ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ. Gi¶ thiÕt t¶i träng chØ lµ lùc tËp trung ®Æt t¹i c¸c nót th× hÖ 
ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ (2.5.18) ®îc viÕt ë d¹ng: 

  

11 1 12 2 1n n

21 2 22 2 2n n

n1 n n2 n nn n

r z r z ... r z 0

r z r z ... r z 0

...

r z r z ... r z 0

+ + + =

+ + + =

+ + + =

 (2.8.5) 

trong ®ã rik lµ ph¶n lùc ®¬n vÞ t¹i liªn kÕt thªm vµo nót thø i g©y ra bëi chuyÓn vÞ cìng 
bøc b»ng ®¬n vÞ t¹i liªn kÕt thªm vµo nót thø k trªn hÖ c¬ b¶n cña ph¬ng ph¸p chuyÓn 

vÞ. Khi tÝnh rik ph¶i xÐt tíi lùc däc trong thanh.  
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 V× tr¹ng th¸i mÊt æn ®Þnh cña hÖ øng víi iz 0≠  nªn ®Ó cã nghiÖm ®Þnh thøc cña 

ma trËn hÖ sè trong hÖ ph¬ng tr×nh (2.8.5) ph¶i b»ng 0, tøc lµ: 

  

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

r r ... r

r r ... r
D 0

... ... ... ...

r r ... r

= =  (2.8.6) 

MÆt kh¸c, víi c¸c thanh chÞu nÐn ph¶n lùc ®¬n vÞ ë liªn kÕt ®Çu mçi thanh cã thÓ 
biÓu diÔn lµ mét hµm siªu viÖt ξ(v) cña tham sè v nh trong b¶ng 2.8.12 víi  

  
N

v
EJ

=   (2.8.7) 

NÕu gi¶ thiÕt tû sè gi÷a lùc nÐn cña c¸c thanh trong hÖ khi hÖ chuyÓn tõ tr¹ng th¸i 
æn ®Þnh sang tr¹ng th¸i mÊt æn ®Þnh cã gi¸ trÞ nh nhau, tøc lµ 

  
th th th
1 2 n

1 2 n

N N N
...

N N N
= = =  (2.8.8) 

th× tham sè v øng víi mçi thanh chÞu nÐn cã thÓ biÓu diÔn qua tham sè vi cña thanh chÞu 
nÐn thø i. 

 

Khai triÓn (2.8.6) ®îc hÖ ph¬ng tr×nh chØ chøa Èn vi. NghiÖm d¬ng nhá nhÊt 

cña ph¬ng tr×nh cho gi¸ trÞ tíi h¹n cña tham sè vi cña thanh thø i. V× tham sè v cña 

mçi thanh chÞu nÐn ®îc biÓu diÔn qua tham sè vi cña thanh chÞu nÐn thø i nªn nÕu biÕt 

vth cña thanh chÞu nÐn thø i sÏ tÝnh ®îc vth cña c¸c thanh chÞu nÐn kh¸c. BiÕt vth cña 

mçi thanh dùa vµo (2.8.7) sÏ tÝnh ®îc Nth cña c¸c thanh ®ã. 

§Ó lµm râ néi dung cña ph¬ng ph¸p gi¶i díi ®©y tr×nh bµy s¬ lîc c¸ch x¸c ®Þnh 
tham sè lùc tíi h¹n cho 2 thanh ®øng trong khung vÏ ë h×nh 2.8.4 a. TÊt c¶ c¸c thanh cã 
®é cøng lµ EJ. 

 

 
 

H×nh 2.8.4: VÝ dô tÝnh tham sè lùc tíi h¹n cho khung 
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HÖ c¬ b¶n cña ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ ®îc chän nh vÏ ë h×nh 2.8.4 b, trong ®ã 

z1, z2 lµ chuyÓn vÞ gãc, z3 lµ chuyÓn vÞ th¼ng. 

Tham sè t¶i träng cña thanh ®øng tr¸i: 

   
1

P
v h v

EJ
= =

 
Tham sè t¶i träng cña thanh ®øng ph¶i: 

   
2

0,6P
v h 0,775v

EJ
= =

 

V× c¸c ph¶n lùc ®¬n vÞ cña mçi thanh chÞu nÐn ®îc biÓu diÔn qua c¸c hµm ξ(v) 

nªn c¸c ph¶n lùc rik cña hÖ c¬ b¶n vÏ ë h×nh 2.8.4 b còng ®îc biÓu diÔn qua c¸c hµm 

ξ(v). Thay rik vµo (2.8.6) vµ khai triÓn sÏ ®îc ph¬ng tr×nh chØ chøa Èn v. Gi¶i ph¬ng 

tr×nh nµy x¸c ®Þnh ®îc vth cña thanh ®øng tr¸i vµ thanh ®øng ph¶i: 

   

th
1

th th
2 1

v 3,14

v 0,775v 2,43

=

= =  
 

B¶ng 2.8.12: C¸c phÇn tö mÉu dïng tÝnh æn ®Þnh cña khung b»ng ph¬ng ph¸p  
      chuyÓn vÞ 
 

S¬ ®å Ma Mb Qa = Qb C¸c ký hiÖu 

 


3EJ

ζ1(v) 0 -
2

3EJ
ζ1(v) 

 

-
2

3EJ
ζ1(v) 0 3

3EJ
η1(v) 

 


4EJ

ζ2(v) 


2EJ
ζ3(v) -

2
6EJ

η3(v) 

a - dÊu tr¸i 

b - dÊu ph¶i 

 - chiÒu dµi thanh 

EJ - ®é cøng chèng  
        uèn thanh 

v = 
P
EJ

 

ζ1(v) = 
( )

2v tgv
3 tgv - v

 

ζ2(v) = 
( )

( )
v tgv - v

v v8tgv tg -
2 2
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S¬ ®å Ma Mb Qa = Qb C¸c ký hiÖu 

 

-
2

6EJ
ζ4(v) -

2
6EJ

ζ4(v) 
3

12EJ
η2(v) 

 


EJ v

tgv
 -


EJ v

sinv
 0 

 


EJ v

tgv
 -


EJ v

sinv
 0 

 

-


EJ
v tgv 0 0 

 

-


EJ
v tgv 0 0 

 

0 0 -
3

EJ
v2 

ζ3(v) = 
( )

( )
v v - sinv

v v4sinv tg -
2 2

 

ζ4(v) = ζ1 ( )v
2

 

η1(v) = 
( )

3v
3 tgv - v

 

η2(v) = η1 ( )v
2

 = ζ4(v) -
2v

12
 

η3(v) = ζ4(v) 

TrÞ sè c¸c hµm ζ, η, 
v

sinv
, 

v
tgv

 øng víi c¸c v kh¸c 

nhau tra b¶ng. 

 

2.8.4. æn ®Þnh ®µn håi cña tÊm chÞu nÐn 

2.8.4.1. TÊm chÞu lùc nÐn ph©n bè bËc 1 (H×nh 2.8.5a) 

  qx(y) = qo
y

1
b

 − α 
 

 (2.8.9) 

trong ®ã α lµ mét hÖ sè. 

øng suÊt tíi h¹n ®îc tÝnh theo c«ng thøc: 
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( )

22

th 2

E t
K

b12 1

π  σ =  
 − ν

 (2.8.10) 

trong ®ã:  

t - bÒ dµy tÊm; 

E - m«®un ®µn håi; 

ν - hÖ sè Poat-x«ng cña vËt liÖu; 

K - hÖ sè phô thuéc ®iÒu kiÖn biªn tÊm vµ tû sè 
b

a
 vµ trÞ sè cho trong b¶ng 2.8.12. 

 

2.8.4.2. TÊm chÞu lùc nÐn ph©n bè ®Òu cêng ®é q (H×nh 2.8.5b) 
 

 
H×nh 2.8.5: TÊm chÞu nÐn bëi lùc ph©n bè 

 

 

øng suÊt tíi h¹n ®îc tÝnh theo (2.8.8) víi α = 0, hÖ sè K phô thuéc ®iÒu kiÖn 
biªn tÊm vµ cho trªn b¶ng 2.8.17. 

 

B¶ng 2.8.13: Gi¸ trÞ K trong (2.8.10) khi c¹nh tÊm liªn kÕt khíp 
 

a
b

 
α 

0,4 0,5 0,6 0,667 0,75 0,8 0,9 1,0 1,5 

2 29,1 25,6 24,1 23,9 24,1 24,4 25,6 25,6 24,3 

4
3

 18,7 - 12,9 - 11,5 11,2 - 11,0 11,5 

1 15,1 - 9,7 - 8,4 8,1 - 7,8 8,4 

4
5

 13,3 - 8,3 - 7,1 6,9 - 6,6 7,1 

2
3

 10,8 - 7,1 - 6,1 6,0 - 5,8 6,1 
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B¶ng 2.8.14: Gi¸ trÞ K trong (2.8.8) khi c¹nh tÊm liªn kÕt khíp vµ ngµm 
 

a
b

 
§iÒu kiÖn biªn 

0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 3,0 ∞ 

C¸c c¹nh liªn kÕt khíp 5,14 4,2 4,0 4,13 4,47 4,2 4,05 4,0 4,0 4,0 

C¸c c¹nh liªn kÕt ngµm - - 9,4 9,3 8,8 9,5 8,5 8,2 7,8 7,0 

C¹nh y = 0 vµ y = b liªn kÕt 
ngµm, c¸c c¹nh cßn l¹i liªn  
kÕt khíp 

7,05 7,29 7,69 7,15 7,04 7,2 7,05 7,0 7,15 7,0 

C¹nh x = 0 vµ x = a liªn kÕt 
ngµm, c¸c c¹nh cßn l¹i liªn  
kÕt khíp 

13,38 8,73 6,71 5,84 5,45 5,34 5,18 4,85 4,41 4,0 

C¹nh x = 0 vµ x = a liªn kÕt 
khíp, c¸c c¹nh cßn l¹i tù do 

- 2,7 1,70 1,47 1,36 1,33 1,34 1,38 1,36 1,33 

C¹nh x = 0, x = a, y = 0 liªn kÕt 
khíp, c¹nh y = b liªn kÕt ngµm 

3,65 2,15 1,44 1,14 0,95 0,81 0,76 0,7 0,56 0,46 

 

2.8.5. æn ®Þnh ®µn håi cña vá trô trßn 

2.8.5.1. Vá chÞu nÐn ®Òu theo ph¬ng däc trôc, c¸c mÐp vá liªn kÕt khíp  
     (H×nh 2.8.6 a) 
 

 
 

H×nh 2.8.6: Vá trô chÞu nÐn 
 

øng suÊt tíi h¹n khi vá bÞ mÊt æn ®Þnh côc bé 

  

( )
th

2

1
E
R3 1

σ =
− ν


 (2.8.11) 
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trong ®ã: 

 - chiÒu dµi; 

R - b¸n kÝnh cña trô. 
 

æn ®Þnh tæng thÓ cña vá trô nµy tÝnh nh thanh chÞu nÐn tiÕt diÖn rçng. 
 

2.8.5.2. Vá chÞu ¸p lùc ph©n bè ®Òu híng t©m phÝa ngoµi (H×nh 2.8.6b) 

¸p lùc tíi h¹n trªn khi mÐp vá liªn kÕt khíp: 

  
( ) ( )

3

th 2 2 2 2 3

2 2

Et 1 Et
q

R n 1 n 12 1 R
1

R

= + ×
 − − γ

+  π 


 

         
( )2

2
2 2

2 2

2n 1
n 1

n
1

R

 
 − − γ 

× − +   +   π  


 (2.8.12) 

trong ®ã:  

t - bÒ dµy;  

 - chiÒu dµi;  

n - sè ®Ønh sãng däc theo chu vi trong d¹ng mÊt æn ®Þnh. Trong tõng trêng hîp cô 

thÓ chän n sao cho Pth lµ nhá nhÊt. Gi¸ trÞ n phô thuéc tû sè 
R


 vµ 

R

t
 x¸c ®Þnh 

theo b¶ng 2.8.15. 
 

B¶ng 2.8.18: Gi¸ trÞ n trong (2.8.12) 
 

R
t

 
R

 

250 200 50 25 

∞ 2 2 2 2 

10 4 3 2 2 

5 5 4 3 3 

2 8 6 5 4 
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2.9. Dao ®éng cña kÕt cÊu 
 

T¶i träng ®éng lµ t¶i träng t¸c dông vµo kÕt cÊu lµm kÕt cÊu chuyÓn ®éng cã gia 
tèc. Dao ®éng cña kÕt cÊu lµ bµi to¸n thêng gÆp trong c«ng tr×nh x©y dùng, t¶i träng 
g©y dao ®éng thêng gÆp nhÊt lµ lùc kÝch thÝch tuÇn hoµn d¹ng  

  P(t) = P0 sinrt 

trong ®ã: 

P0 - biªn ®é cña t¶i träng;  

r - tÇn sè dao ®éng.  
 

Víi bµi to¸n dao ®éng cña kÕt cÊu cã hai vÊn ®Ò cÇn gi¶i quyÕt: 

+  X¸c ®Þnh tÇn sè dao ®éng riªng cña kÕt cÊu ®Ó xem cã trïng víi tÇn sè cña lùc 
kÝch thÝch ®Ó x¶y ra céng hëng hay kh«ng? 

+  X¸c ®Þnh biªn ®é néi lùc vµ chuyÓn vÞ ®Ó ®¸nh gi¸ an toµn cña c«ng tr×nh theo 
®iÒu kiÖn bÒn vµ ®iÒu kiÖn cøng. 
 

Víi mét hÖ dao ®éng, bËc tù do lµ sè th«ng sè ®éc lËp cÇn thiÕt ®Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ 
cña hÖ thèng qua vÞ trÝ cña c¸c khèi lîng tËp trung trong hÖ. 

C¸c ®Æc trng c¬ b¶n cña dao ®éng lµ: 

+  Chu kú dao ®éng:  

Thêi gian cÇn thiÕt ®Ó thùc hiÖn xong mét dao ®éng, thêng ký hiÖu lµ T, ®¬n vÞ 
®o lµ gi©y (s). 

+  TÇn sè dao ®éng:  

Sè dao ®éng ®îc thùc hiÖn trong thêi gian 1 gi©y, thêng ký hiÖu lµ f, ®¬n vÞ ®o 
lµ HÐc (Hz). 

+  TÇn sè vßng cña dao ®éng:  

Sè dao ®éng ®îc thùc hiÖn trong thêi gian 2π gi©y, thêng ký hiÖu lµ ω, ®¬n vÞ 
®o lµ 1/s. 
 

Gi÷a c¸c ®¹i lîng nµy cã mèi liªn hÖ sau: 

  

2
T

f
2

π
=

ω
ω

=
π

 (2.9.1) 

 

2.9.1. Dao ®éng cña hÖ cã mét bËc tù do 

2.9.1.1. Ph¬ng tr×nh vi ph©n dao ®éng 
Dùa vµo nguyªn lý §a-l¨m-be thiÕt lËp ®îc ph¬ng tr×nh vi ph©n dao ®éng trong 

trêng hîp lùc c¶n tû lÖ bËc nhÊt víi vËn tèc ë d¹ng: 
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  M y(t) + c y(t) + Ky(t) = P(t) (2.9.2) 

trong ®ã:   

M - khèi lîng cña hÖ; 

c - hÖ sè c¶n; 

K - ®é cøng cña hÖ dao ®éng; 

P(t) - lùc kÝch thÝch tuÇn hoµn. 
 

VÒ b¶n chÊt vËt lý ph¬ng tr×nh (2.9.2 biÓu diÔn c©n b»ng cña c¸c lùc t¸c dông lªn 
hÖ: Lùc qu¸n tÝnh My , lùc c¶n cy,  lùc ®µn håi Ky vµ lùc kÝch thÝch P(t). 

 

2.9.1.2. Dao ®éng tù do  
+  Ph¬ng tr×nh dao ®éng khi kh«ng cã lùc c¶n: 

  y(t) = A0sin(ωt + λ) (2.9.3) 

+  Ph¬ng tr×nh dao ®éng khi lùc c¶n bÐ: ( )c 2 kM<  

  y1(t) = A1e–αtsin(ω1t + λ1) (2.9.4) 

trong ®ã:  

c

2M
α = ;  

2
2 0

0 0
v

A y
 

= +  ω 
; 

A1 - biªn ®é dao ®éng, 

  
( )2

0 02
1 0 2

v y
A y

+ α
= +

ω
 (2.9.5) 

λ = artg 0

0

y

v

 
ω 

 
; 

λ1 - gãc lÖch pha, 

  λ1 = artg 0 1

0 0

y

v y

 ω
 + α 

 (2.9.6) 

y0, vo - dÞch chuyÓn vµ vËn tèc ban ®Çu cña khèi lîng (t¹i thêi ®iÓm t = 0). 
 

 

+  TÇn sè dao ®éng riªng khi kh«ng cã lùc c¶n:   

  ω = 
t

g

y
 (2.9.7) 
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+  TÇn sè dao ®éng riªng khi lùc c¶n bÐ:  

  
2 2

1ω = ω − α  
trong ®ã  

g - gia tèc träng trêng; 

yt - chuyÓn vÞ tÜnh theo ph¬ng cña dao ®éng t¹i vÞ trÝ ®Æt khèi lîng do träng lîng  
 cña khèi lîng M ®Æt tÜnh t¹i ®ã g©y ra (h×nh 2.9.1 b). 
 

V× trong thùc tÕ α kh¸ nhá nªn cã thÓ lÊy  ω1 ≈ ω. C«ng thøc (2.9.7) ®îc dïng 
cho thanh chÞu dao ®éng uèn vµ dao ®éng däc trôc. 

+  TÇn sè dao ®éng riªng xo¾n khi kh«ng cã lùc c¶n: 

  ω = xo¾nGJ

J
 (2.9.8) 

trong ®ã:  

GJxo¾n - ®é cøng chèng xo¾n cña trôc xo¾n; 

J - m«men qu¸n tÝnh cña ®Üa ®èi víi trôc xo¾n; 

 - chiÒu dµi trôc xo¾n (H×nh 2.9.1 b). 
 

 
 

H×nh 2.9.1 
 

2.9.1.3. Dao ®éng cìng bøc chÞu lùc kÝch thÝch  

  P(t) = P0 sinrt 

1. Ph¬ng tr×nh dao ®éng 
Sau khi dao ®éng ®∙ ®i vµo æn ®Þnh (phÇn dao ®éng tù do mÊt ®i do lùc c¶n), dao 

®éng cña hÖ lµ mét dao ®éng ®iÒu hoµ cã cïng tÇn sè víi tÇn sè cña lùc kÝch thÝch. 

  y(t) = A2 sin(rt + λ2) = K®yt sin(rt + λ2) (2.9.9) 

trong ®ã:  

yt - chuyÓn vÞ tÜnh t¹i vÞ trÝ ®Æt khèi lîng tËp trung do lùc cã gi¸ trÞ b»ng biªn ®é  
  cña lùc kÝch thÝch ®Æt tÜnh t¹i ®ã g©y ra. 
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K® - hÖ sè ®éng, 

  K® = 
22 2

2
2 2

1

r c
1 r

K

 
− +  ω 

 (2.9.10) 

λ2 - gãc lÖch pha, 

  λ2 = artg
2

cr

K Mr−
 (2.9.11) 

VÒ lý thuyÕt, khi tû sè 
r

1=
ω

, tøc lµ tÇn sè dao ®éng riªng b»ng tÇn sè dao ®éng 

cìng bøc sÏ x¶y ra hiÖn tîng céng hëng. Song trong thùc tÕ khi tû sè nµy n»m trong 

kho¶ng
r

0,75 1,25≤ ≤
ω

 biªn ®é dao ®éng ®∙ t¨ng rÊt lín vµ kho¶ng nµy ®îc coi lµ 

vïng x¶y ra céng hëng. 
 

2. TÝnh chuyÓn vÞ vµ néi lùc 
Tõ (2.9.9) rót ra c«ng thøc chung ®Ó tÝnh biªn ®é chuyÓn vÞ vµ biªn ®é néi lùc do 

lùc kÝch thÝch g©y ra: 

  S® = K® St (2.9.12) 

trong ®ã:  

S® - biªn ®é chuyÓn vÞ hoÆc néi lùc do lùc kÝch thÝch g©y ra; 

St - chuyÓn vÞ hoÆc néi lùc do lùc cã gi¸ trÞ b»ng biªn ®é cña lùc kÝch thÝch ®Æt tÜnh  
  t¹i vÞ trÝ ®Æt khèi lîng tËp trung g©y ra; 

K® - hÖ sè ®éng, 

-  Khi lùc kÝch thÝch lµ lùc ®iÒu hoµ, K® tÝnh theo (2.9.10); 

- Khi lùc kÝch thÝch nh ¸p lùc næ, ¸p lùc níc va, ¸p lùc giã, lùc va ch¹m v.v... 

lµ lùc kÝch ®éng t¾t nhanh sau mét kho¶ng thêi gian t1 nµo ®ã vµ ®îc biÓu 
diÔn díi d¹ng: 

  P(t) = P0 f(t) (2.9.13) 

víi: 

P0 - biªn ®é cña lùc ®éng; 

f(t) - hµm chÊt t¶i; 
 

th× gi¸ trÞ K® ®îc lÊy tïy theo d¹ng cña hµm chÊt t¶i (h×nh 2.9.2). 
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H×nh 2.9.2: Mét sè d¹ng t¶i träng kÝch ®éng vµ hÖ sè ®éng t¬ng øng 
 

2.9.2. Dao ®éng hÖ cã n bËc tù do 
Ph¬ng tr×nh vi ph©n dao ®éng cña hÖ n bËc tù do chÞu t¸c dông cña lùc kÝch thÝch 

®Æt t¹i vÞ trÝ cña c¸c khèi lîng tËp trung viÕt ë d¹ng ma trËn cã d¹ng t¬ng tù nh  
ph¬ng tr×nh (2.9.1) 

  M y(t) + c y(t) + Ky(t) = P(t) (2.9.14) 

trong ®ã: 

M - ma trËn khèi lîng; 

c - ma trËn c¶n; 

K - ma trËn cøng cña hÖ; 

y(t), y(t) , y(t)  - lÇn lît lµ vÐct¬ chuyÓn vÞ, vÐct¬ vËn tèc vµ vÐct¬ gia tèc chuyÓn  

         ®éng cña c¸c khèi lîng; 

P(t) - vÐct¬ lùc kÝch thÝch. 
 

2.9.2.1. Dao ®éng tù do 
HÖ cã bao nhiªu khèi lîng tËp trung sÏ cã bÊy nhiªu tÇn sè dao ®éng riªng. BÊt kú 

tÇn sè dao ®éng riªng nµo cã trÞ sè xÊp xØ tÇn sè lùc kÝch thÝch ®Òu xuÊt hiÖn céng hëng. 

NÕu bá qua lùc c¶n, c¸c tÇn sè dao ®éng riªng ®îc x¸c ®Þnh tõ ph¬ng tr×nh sau: 

  D =K – Mω2 = 0 (2.9.15) 

hoÆc biÓu diÔn qua ma trËn mÒm cña hÖ: 

   D = 

2

2

2

1
1 11 2 12 n 1n

1
1 21 2 22 n 2n

1
1 n1 2 n2 n nn

M M ... M

M M ... M

... ... ... ...

M M ... M

ω

ω

ω

δ − δ δ

δ δ − δ

δ δ δ −

 = 0 (2.9.16) 

trong ®ã:  

δik - chuyÓn vÞ ®¬n vÞ t¹i khèi lîng thø i do lùc ®¬n vÞ ®Æt t¹i khèi lîng thø k g©y ra; 

Mi - khèi lîng thø i. 
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 C¸c tÇn sè dao ®éng riªng cña hÖ thêng ®îc ®Æt tªn theo thø tù tõ nhá ®Õn lín: 

  ω1 < ω2 < ... < ωn 

C¸c tÇn sè cã gi¸ trÞ thÊp ®îc gäi lµ c¸c tÇn sè c¬ b¶n. TÇn sè  ω1 ®îc gäi lµ tÇn 
sè c¬ b¶n thø nhÊt vµ ®îc tÝnh gÇn ®óng b»ng c«ng thøc Pe-s¬-tel: 

  2
1

2 2
1 2

1

1 2

B B
B 1 2 1

B

< ω <
 
 + −
  

 (2.9.17) 

trong ®ã:  

B1 = 
n

i ii
i 1

M
=

δ∑ ; 

B2 = 
n

2 2
i ii

i 1

M
=

δ∑  + 2
n

2
i k ik

i,k 1

M M
=

δ∑  (víi i ≠ k). 

 

2.9.2.2. Dao ®éng cìng bøc do t¸c dông cña c¸c lùc kÝch thÝch ®iÒu hoµ cïng tÇn sè 
NÕu ký hiÖu S lµ chuyÓn vÞ hoÆc néi lùc do lùc kÝch thÝch ®Æt t¹i vÞ trÝ cña c¸c 

khèi lîng tËp trung g©y ra th× gi¸ trÞ nµy cã thÓ tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  1 1 2 2 n n PoS S F S F ... S F S= + + + +  (2.9.18) 

trong ®ã:  

SPo - gi¸ trÞ cña S do biªn ®é Po cña c¸c lùc kÝch thÝch ®Æt tÜnh t¹i vÞ trÝ cña c¸c khèi  
    lîng tËp trung g©y ra; 

iS  - gi¸ trÞ cña S do lùc b»ng ®¬n vÞ ®Æt tÜnh t¹i khèi lîng thø i g©y ra. 

Fi - biªn ®é cña lùc qu¸n tÝnh t¹i khèi luîng thø i ®îc x¸c ®Þnh tõ hÖ ph¬ng tr×nh sau: 

  
( )

*
i1 1 i2 2 ii i in n iPoF F ... F ... F 0

i 1, 2, ..., n

δ + δ + + δ + + δ + ∆ =


=
 (2.9.19) 

víi:  

*
ii ii 2

i

1

M r

 
δ = δ −  

 
; 

∆iPo - chuyÓn vÞ t¹i khèi lîng thø i do biªn ®é cña c¸c lùc kÝch thÝch Po ®Æt tÜnh t¹i  
     vÞ trÝ cña c¸c khèi lîng tËp trung g©y ra. 
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2.9.3. Dao ®éng cña hÖ cã v« h¹n bËc tù do 

2.9.3.1. Dao ®éng tù do   

1. DÇm 1 nhÞp dµi , khèi lîng ph©n bè ®Òu m 

C¸c tÇn sè c¬ b¶n ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc: 

  i i 4

EJ
H

m
ω =


 (2.9.21) 

Trong b¶ng 2.9.1 cho trÞ Hi øng víi 5 d¹ng dao ®éng riªng cña mét sè dÇm 1 nhÞp. 
 

B¶ng 2.9.1: Dao ®éng tù do cña dÇm 1 nhÞp 
 

D¹ng 
dÇm 

C¸c d¹ng dao ®éng chÝnh vµ tÇn sè t¬ng øng 

DÇm 
c«ng 
x«n 

     
DÇm 2 

®Çu 
khíp      

2 ®Çu 
ngµm  

    
1 ®Çu 
ngµm 
1 ®Çu 
khíp 

     

 H1 H2 H3 H4 H5 

 

2. DÇm liªn tôc vµ khung ph¼ng 
C¸c tÇn sè riªng lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh tÇn sè thiÕt lËp theo ph¬ng ph¸p 

chuyÓn vÞ nh sau: 

  D = 

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

r r ... r

r r ... r

... ... ... ...

r r ... r

 = 0 (2.9.22) 

trong ®ã: rik lµ biªn ®é cña ph¶n lùc t¹i liªn kÕt thªm vµo thø i do chuyÓn vÞ cìng bøc 

®iÒu hoµ zk(t) = 1 sin rt t¹i liªn kÕt thªm vµo thø k g©y ra ë hÖ c¬ b¶n cña ph¬ng ph¸p 
chuyÓn vÞ. C¸c trÞ sè nµy x¸c ®Þnh ®îc nhê c¸c phÇn tö mÉu cho trªn b¶ng 2.9.2. 
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B¶ng 2.9.2: TrÞ sè biªn ®é ph¶n lùc ®éng do chuyÓn vÞ gèi tùa g©y ra 
 

S¬ ®å Mab = M0 Mba = M Qab = Q0 Qba = Q 

 

( )µ λ
 1

4EJ
 ( )µ λ

 2
2EJ

 - ( )ε λ
 12

6EJ
 - ( )ε λ

 22

6EJ
 

 

- ( )µ λ


32

6EJ
 - ( )µ λ


42

6EJ
 ( )ε λ


43

12EJ
 ( )ε λ


43

12EJ
 

 

( )µ λ
 5

3EJ
 0 - ( )ε λ

 52

3EJ
 - ( )*

5ε λ
2

3EJ
 

 

- ( )µ λ
 62

3EJ
 0 ( )ε λ

 63

3EJ
 ( )*

6ε λ
3

3EJ
 

 

- ( )µ λ


72

3EJ
 0 ( )ε λ


73

3EJ
 ( )ε λ


83

3EJ
 

 

( )µ λ
 8

EJ
 - ( )µ λ

 9
EJ

 ( )ε λ
 92

EJ
 0 

K4 = 
2mr

EJ
;  λ = k; c¸c hµm µ, ε trªn b¶ng 2.9.3 

 

B¶ng 2.9.3: C¸c hµm µ, ε trong ®éng lùc häc c«ng tr×nh (trong b¶ng 2.9.2) 
 

1
1

B C A D ch sin sin cos
( )

4 4 1 ch cos
λ λ λ λ−λ λ λ λ − λ λ

µ λ = =
∆ − λ λ

;  

( )2
1

D sh sin
( )

2 2 1 ch cos
λλ λ λ − λ

µ λ = =
∆ − λ λ

;  

( )
22 2

3
1

D A C sh sin
( )

6 6 1 ch cos
λ λ λ−λ λ λ λ

µ λ = − =
∆ − λ λ

;  

( )
( )4

1

ch cosC
( )

3 3 1 ch cos
λ λ − λλ λ

µ λ = =
∆ − λ λ

;  
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2 2

5
2

D B 2 sh sin
( )

3 3 ch sin sh cos
λ λ−λ λ λ λ

µ λ = =
∆ λ λ − λ λ

;  

2 2

6
2

A B C D sh cos ch sin
( )

3 3 ch sin sh cos
λ λ λ λ−λ λ λ λ + λ λ

µ λ = − =
∆ λ λ − λ λ

; 

2 2

7
2

B sh sin
( )

3 3 ch sin sh cos
λλ λ λ + λ

µ λ = − =
∆ λ λ − λ λ

; 

2 2

8
3

A C 2ch sin
( )

ch sin sh cos
λ λ− λ λ

µ λ = λ = λ
∆ λ λ + λ λ

;  

9
3

A ch cos
( )

ch sin sh cos
λ λ + λ

µ λ = λ = λ
∆ λ λ + λ λ

; 

22 2

1 3
1 1

A C B sh sin
( ) ( )

6 6
λ λ λ−λ λ λ λ

ε λ = − = = µ λ
∆ ∆

;  

2

2 4
1

C
( ) ( )

6
λλ

ε λ = = µ λ
∆

; 

3 2

3
1

A B C D sh cos ch sin
( )

12 12 1 ch cos
λ λ λ λ−λ λ λ λ + λ λ

ε λ = =
∆ − λ λ

;  

3 2

4
1

B sh sin
( )

12 12 1 ch cos
λλ λ λ + λ

ε λ = =
∆ − λ λ

;  

λλ−λλ
λλ+λλλ

=
∆
−λ

−=λε λλλλ

cosshsinch

sinchcosshDCBA
)(

33

2

2

2

5 ; 

)(
cosshsinch

sinshB
)(* λµ=

λλ−λλ
λ+λλ

=
∆

λ
−=λε λ

7

2

2

2

5 33
;  

λλ−λλ
λλλ

=
∆
−λ

=λε λλ

cosshsinch

coschAC
)(

2
33

3

2

223

6 ; 

)(
cosshsinch

coschA
)(* λµ=

λλ−λλ
λ+λλ

=
∆

λ
−=λε λ

7

3

2

3

6 33
; 

λλ−λλ
λλ+λ

=
∆

−λ
=λε λλλ

cosshsinch

coschADB
)(

1
33

3

2

23

8 ; 

λλ+λλ
λλ−λλ

λ=
∆
−

λ=λε λλλλ

cosshsinch

cosshsinchDACB
)( 2

3

2
9 ; 

∆1, ∆2, ∆3 xem ë b¶ng 2.9.4 
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B¶ng 2.9.4: Biªn ®é ph¶n lùc ®éng do t¶i träng ®éng trªn dÇm 1 nhÞp 
 

S¬ ®å TrÞ sè c¸c hµm A, B, C, D tra b¶ng 

 

( ) ( )
0

0 1K a K a
P

M C D D C :
K λ λ− −

 = − ∆    

( ) ( )0 0 1K a K aQ P C C B D :λ λ− −
 = − ∆    

[ ]0
Ka Ka 1

P
M D C C D :

K λ λ= − ∆  

[ ]0 Ka Ka 1Q P B D C C :λ λ= − ∆  

 

( ) 20
0 K 12

q
M M C A 1 D :

K
λ λ

 = − = − − ∆   

( )0
0 1

q
Q Q C D B A 1 :

K λ λ λ λ = − = − − ∆   

 

( ) ( )
0

0 2K a K a
P

M D B B D :
K λ λ− −

 = − ∆    

( ) ( )0 0 2K a K aQ P A D C B :λ λ− −
 = − ∆    

[ ]0 Ka Ka 2Q P B C A D :λ λ= − ∆  

[ ], 0
Ka Ka 22

P
y C D D C :

K EJ
λ λ= − ∆  

 

( )0
0 22

q
M C D B A 1 :

K
λ λ λ λ = − − ∆   

( ) 20
0 2

q
Q A A 1 C :

K λ λ λ
 = − − ∆   

( )o
2

q
Q A A 1 B D :

K λ λ λ λ = − − ∆   

( ), 20
22

q
y D C A 1 :

K EJ
λ λ λ

 = − − ∆   

 

( ) ( )
0

0 3K a K a
P

M A C D D :
K λ λ− −

 = − ∆    

( ) ( )
0

0 3K a K a3

P
y B D C C :

K EJ
λ λ− −

 = − ∆    

[ ]0
Ka Ka 3

P
M C A A C :

K λ λ= − ∆ ;    

 [ ]0 Ka Ka 3Q P D C B A :λ λ= − ∆  
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0
0 32

q
M D :

K
λ= ∆ ; 

( )0
0 34

q
y C D B A 1 :

K EJ
λ λ λ λ = − − ∆   

[ ]0
32

q
M A D B C :

K
λ λ λ λ= − + ∆ ; 

2 20
3

q
Q D B :

K λ λ
 = − ∆   

2
1 C B D ;λ λ λ∆ = −  

2 A D B C ;λ λ λ λ∆ = −  

3 A B C D ;λ λ λ λ∆ = −  

 

2.9.3.2. Dao ®éng cìng bøc 
Díi ®©y chØ xÐt trêng hîp hÖ chÞu t¸c dông cña c¸c lùc kÝch thÝch ®iÒu hoµ cïng 

tÇn sè. 

1. Dao ®éng cña dÇm 1 nhÞp 
Biªn ®é ph¶n lùc liªn kÕt cña dÇm 1 nhÞp do lùc kÝch thÝch ®iÒu hoµ vµ dÞch 

chuyÓn gèi tùa biÕn ®æi cã d¹ng ®iÒu hoµ (z0 sinrt) ®îc cho trong b¶ng 2.9.2 vµ 2.9.4. 

Hµm biÓu diÔn biªn ®é chuyÓn vÞ vµ néi lùc ®éng ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc 
truy håi: 

 

( )
,
0 0 0 0

0 kz kz kz kz kz2 3 4

0 0 0
0 kz 0 kz kz kz kz2 3

2 0 0
o kz o kz o kz kz kz2

3 2 0
0 kz 0 kz 0 kz 0 kz kz

y M Q q
y(z) y A B C D A 1

k k EJ k EJ k EJ
M Q q

y '(z) ky D y ' A B C D
kEJ k EJ k EJ

Q q
M(z) k EJy C kEJy ' D M A B C

k k
q

Q(z) k EJy B k EJy ' C kM D Q A B
k


= + − − − −




= + − − −


 = − − + + +

= − − + + +






 (2.9.23) 

trong ®ã:  

y0, y'0, M0, Q0 - c¸c th«ng sè ban ®Çu, x¸c ®Þnh tõ b¶ng 2.9.2 vµ 2.9.4; 

q0 - biªn ®é t¶i träng ®éng ph©n bè ®Òu; 

K = 
2

4 mr

EJ
; 

TrÞ cña c¸c hµm Akz, Bkz, Ckz, Dkz øng víi c¸c z kh¸c nhau cho trong b¶ng 2.9.5. 
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2. DÇm liªn tôc vµ khung ph¼ng 
HÖ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c dïng tÝnh dÇm liªn tôc vµ khung ph¼ng chÞu c¸c t¶i 

träng ®éng ®iÒu hßa cïng tÇn sè theo ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ cã d¹ng nh khi tÝnh víi 
t¶i träng tÜnh. 

  

0

0

0

11 1 12 2 1n n 1P

21 1 22 2 2n n 2P

n1 1 n2 2 nn n nP

r z r z ... r z R 0

r z r z ... r z R 0

....

r z r z ... r z R 0

+ + + + =


+ + + + =


 + + + + =

 (2.9.24) 

trong ®ã:  

rik - cã ý nghÜa nh trong (2.9.22); 

0iPR -  biªn ®é ph¶n lùc t¹i liªn kÕt thªm vµo thø i do t¶i träng ®éng g©y ra trªn hÖ c¬  

      b¶n, trÞ sè tra trong b¶ng 2.9.4. 
 

Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh (2.9.24), x¸c ®Þnh ®îc biªn ®é c¸c chuyÓn vÞ ®éng t¹i c¸c 
nót. Sö dông (2.9.23) thiÕt lËp ®îc c¸c hµm biÓu diÔn sù biÕn thiªn cña biªn ®é chuyÓn 
vÞ vµ néi lùc ®éng cho tõng thanh, tõ ®ã vÏ ®îc biÓu ®å biªn ®é chuyÓn vÞ vµ néi lùc 
®éng cho toµn hÖ. GÆp hÖ ®èi xøng ta vÉn ®a vÒ gi¶i mét nöa hÖ nh ®∙ biÕt. 

 

B¶ng 2.9.5: B¶ng tra gi¸ trÞ c¸c hµm Amz; Bmz; Cmz; Dmz 

kz Akz Bkz Ckz Dkz 

0,00 1,00000 0,00000 0,00000 0,00000 

0,10 1,00000 0,10000 0,00500 0,00017 

0,20 1,00007 0,200005 0,02000 0,001335 

0,30 1,00034 0,30002 0,04500 0,00450 

0,40 1,001065 0,400085 0,080005 0,010665 

0,50 1,002605 0,500265 0,125025 0,020835 

0,60 1,005405 0,600645 0,180065 0,036005 

0,70 1,010005 0,70140 0,245165 0,05718 

0,80 1,010707 0,802735 0,32036 0,085375 

0,90 1,02735 0,904925 0,40574 0,121595 

1,00 1,04169 1,008335 0,50139 0,166865 

1,02 1,04513 1,029205 0,52176 0,177095 

1,04 1,04878 1,05014 0,54256 0,18774 

1,06 1,05264 1,07116 0,56377 0,19880 

1,08 1,056735 1,09225 0,585405 0,21029 

1,10 1,06106 1,11343 0,60746 0,22222 
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B¶ng 2.9.5 (tiÕp) 

kz Akz Bkz Ckz Dkz 

1,12 1,065625 1,134695 0,629945 0,234595 

1,14 1,07044 1,15605 0,65285 0,24742 

1,16 1,075525 1,17751 0,676185 0,26071 

1,18 1,080875 1,19908 0,699955 0,27447 

1,20 1,08651 1,22075 0,72415 0,28871 

1,22 1,09243 1,24254 0,74878 0,30344 

1,24 1,09865 1,264445 0,77385 0,318665 

1,26 1,10518 1,286485 0,79939 0,334395 

1,28 1,11203 1,30866 0,83531 0,35064 

1,30 1,119205 1,33097 0,851705 0,36741 

1,32 1,12673 1,35343 0,87855 0,38471 

1,34 1,134595 1,37604 0,905845 0,40256 

1,36 1,142835 1,398815 0,933595 0,420955 

1,38 1,15144 1,421755 0,96180 0,439905 

1,40 1,160435 1,444875 0,990465 0,459425 

1,42 1,169825 1,468175 1,019595 0,479525 

1,44 1,179615 1,49167 1,049195 0,50021 

1,46 1,189835 1,515365 1,079265 0,521465 

1,48 1,20048 1,539265 1,10981 0,543385 

1,50 1,211575 1,563385 1,140835 0,565895 

1,52 1,22312 1,587735 1,17235 0,589025 

1,54 1,23514 1,612315 1,20435 0,612785 

1,56 1,24764 1,63714 1,23684 0,63720 

1,58 1,260635 1,662225 1,269835 0,662265 

1,60 1,27413 1,68757 1,30333 0,68800 

1,62 1,288155 1,713195 1,337335 0,714405 

1,64 1,30271 1,73910 1,37186 0,74149 

1,66 1,317815 1,765305 1,406905 0,769285 

1,68 1,333485 1,791815 1,442475 0,797775 

1,70 1,34971 1,818645 1,47658 0,826985 

1,72 1,367575 1,84581 1,545225 0,85692 

1,74 1,384015 1,972315 1,552415 0,887595 
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B¶ng 2.9.5 (tiÕp) 

kz Akz Bkz Ckz Dkz 

1,76 1,40208 1,90115 1,59016 0,919025 

1,78 1,120785 1,929405 1,628465 0,951205 

1,80 1,440135 1,95801 1,667335 0,98416 

1,82 1,460155 1,987015 1,706785 1,017905 

1,84 1,43086 2,01642 1,7682 1,05244 

1,86 1,502255 2,04625 1,787445 2,08778 

1,88 1,524375 2,07652 1,828675 1,12394 

1,90 1,54722 2,10723 1,87051 1,16093 

1,92 1,570815 2,138415 1,912965 1,198765 

1,94 1,59518 2,170065 1,95605 1,237455 

1,96 1,62032 2,20222 1,99977 1,27701 

1,98 1,646265 2,23489 2,044145 1,31745 

2,00 1,673025 2,26808 2,089175 1,35878 

2,02 1,70062 2,30181 2,13487 1,40102 

2,04 1,72907 2,33611 2,18125 1,44418 

2,06 1,758395 2,370985 2,228315 1,488275 

2,08 1,78861 2,40645 2,27609 1,53332 

2,10 1,81973 2,442535 2,32458 1,579325 

2,12 1,851785 2,479215 2,373795 1,626305 

2,14 1,884795 2,51661 2,423755 1,67428 

2,16 1,918765 2,551615 2,474465 1,723265 

2,18 1,95373 2,593365 2,52594 1,773265 

2,20 1,989705 2,632805 2,578205 1,824305 

2,22 2,02671 2,672965 2,63126 1,876395 

2,24 2,064765 2,71388 2,685125 1,92956 

2,26 2,10390 2,75556 2,73982 1,98381 

2,28 2,144125 2,79801 2,795355 2,03916 

2,30 2,18547 2,811335 2,85175 2,095625 

2,32 2,227955 2,885465 2,909015 2,153235 

2,34 2,27161 2,930455 2,96717 2,211995 

2,36 2,31645 2,97634 3,02624 2,27193 

2,38 2,362495 3,023125 3,086235 2,333055 
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B¶ng 2.9.5 (tiÕp) 

kz Akz Bkz Ckz Dkz 

2,40 2,40978 3,070845 3,14717 2,395385 

2,42 2,15932 3,119525 3,20907 2,458945 

2,44 2,50814 3,1919 3,27296 2,52375 

2,46 2,559275 3,21985 3,35845 2,58983 

2,48 2,611745 3,271565 3,400755 2,657165 

2,50 2,665575 3,324335 3,466715 2,720865 

2,52 2,72079 3,37820 3,53374 2,79587 

2,54 2,777415 3,43318 3,601855 2,86722 

2,56 2,835485 3,8931 3,671075 2,93995 

2,58 2,895025 3,546605 3,741435 3,014075 

2,60 2,95606 3,05115 3,81295 3,089615 

2,62 3,018615 3,66486 3,885645 3,16660 

2,64 3,08273 3,72587 3,95955 3,24505 

2,66 3,14843 3,78818 4,03469 3,32499 

2,68 3,215745 3,85183 4,111085 3,40645 

2,70 3,28470 3,91682 4,18877 3,48944 

2,72 3,35533 3,983215 4,26777 3,574005 

2,74 3,42767 4,051045 4,34811 3,660165 

2,76 3,50175 4,12034 4,42982 3,74794 

2,78 3,57760 4,191125 4,51293 3,837365 

2,80 3,655255 4,263455 4,597475 3,928465 

2,82 3,73475 4,33735 4,68348 4,02127 

2,84 3,81612 4,412855 4,77098 4,115815 

2,86 3,899395 4,49001 4,860005 4,21212 

2,88 3,98461 4,568845 4,95059 4,310225 

2,90 4,07181 4,649405 5,04277 4,410155 

2,92 4,16103 4,73173 5,13658 4,51195 

2,94 4,252305 4,81586 5,232055 4,61563 

2,96 4,34567 4,90184 5,32923 4,72124 

2,98 4,441165 4,98970 5,428135 4,82881 

3,00 4,538835 5,079495 5,528825 4,938375 

3,02 4,638715 5,17127 5,631335 4,05998 
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B¶ng 2.9.5 (tiÕp) 

kz Akz Bkz Ckz Dkz 

3,04 4,74085 5,26506 5,73569 5,16364 

3,06 4,845275 5,360915 5,841945 5,279415 

3,08 4,95204 5,458885 5,95014 5,397335 

3,10 5,06118 5,559015 6,06032 5,517435 

3,12 5,17275 5,6135 6,17252 5,63976 

3,14 5,286785 5,76594 6,2865 5,76435 

3,16 5,403345 5,87284 6,40317 5,89125 

3,18 5,522455 5,,98209 6,521715 6,02049 

3,20 5,64418 6,093755 6,64247 6,152125 

3,22 5,76855 6,207875 6,765485 6,286205 

3,24 5,89564 6,324515 6,89080 6,422765 

3,26 6,02548 6,443725 7,01848 6,56185 

3,28 6,15813 6,56555 7,14857 6,70352 

3,30 6,29364 6,690065 7,28112 6,847815 

3,32 6,43206 6,81732 7,41619 6,99478 

3,34 6,57345 6,94737 7,55383 7,11448 

3,36 6,71786 7,080275 7,69410 7,296955 

3,38 6,865345 7,21610 7,837065 7,45226 

3,40 7,01597 7,35491 7,98277 7,61045 

3,42 7,169785 7,496765 8,131275 7,771585 

3,44 7,32685 7,641725 8,28266 7,935725 

3,46 7,48723 7,78986 8,43697 8,10291 

3,48 7,65099 7,941235 8,59427 8,273225 

3,50 7,81818 8,095925 8,75461 8,446705 

3,52 7,98888 8,253985 8,91813 8,623425 

3,54 8,16345 8,41550 9,084825 8,80345 

3,56 8,31104 8,580535 9,25478 8,986845 

3,58 8,52261 8,749165 9,42807 9,173665 

3,60 8,70801 8,921470 9,60477 9,36399 

3,62 8,897225 9,09751 9,784955 9,55788 

3,64 9,090345 9,27738 9,968695 9,75541 

3,66 9,287465 9,461155 10,156075 9,95665 
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B¶ng 2.9.5 (tiÕp) 

kz Akz Bkz Ckz Dkz 

3,68 9,48864 9,64891 10,31717 10,16168 

3,70 9,693955 9,840725 10,542055 10,370565 

3,72 9,90340 10,036695 10,74082 10,583385 

3,74 10,11742 10,236895 10,94355 10,800225 

3,76 10,335525 10,441515 11,150325 11,020155 

3,78 10,55819 10,650345 11,36124 11,246265 

3,80 10,785405 10,863775 11,576375 11,475635 

3,82 11,01725 11,081795 11,79582 11,709345 

3,84 11,253805 11,304495 12,019675 11,947495 

3,86 11,49518 11,531975 12,24803 11,190165 

3,88 11,741445 11,764335 12,40985 12,437445 

3,90 11,99271 12,001665 12,71864 12,689435 

3,92 12,249055 12,244075 12,961085 12,946225 

3,94 12,510585 12,491665 13,208435 13,207915 

3,96 12,777405 12,744535 13,460785 13,474595 

3,98 13,049605 13,002795 13,718255 13,746375 

4,00 13,327295 13,26656 13,980935 14,02336 

4,02 13,610575 13,53593 14,248955 14,30565 

4,04 13,899555 13,811015 14,522415 14,593355 

4,06 14,194345 14,091945 14,801435 14,886585 

4,08 14,49506 14,37883 15,08613 15,18545 

4,10 14,801805 14,67179 15,376625 15,49007 

4,12 15,11470 14,970945 15,67304 15,800555 

4,14 15,433865 15,27642 15,975505 16,11703 

4,16 15,759425 15,588345 16,284145 16,439615 

4,18 16,091495 15,90684 16,599085 16,76844 

4,20 16,43020 16,232045 16,92046 17,103625 

4,22 16,77568 16,56409 17,24841 17,44530 

4,24 17,12806 16,90312 17,58307 17,79360 

4,26 17,487465 17,24926 17,924585 18,14867 

4,28 17,85405 17,602665 18,27309 18,510635 

4,30 18,22794 17,96347 18,62874 18,87964 
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B¶ng 2.9.5 (tiÕp) 

kz Akz Bkz Ckz Dkz 

4,32 18,60928 18,33183 18,99468 19,25583 

4,34 18,998225 18,707895 19,362065 19,639355 

4,36 18,39491 19,091815 19,74005 20,030365 

4,38 18,79949 19,48374 20,12579 20,42901 

4,40 20,21212 19,88385 20,51945 20,83545 

4,42 20,63296 20,292285 20,92120 21,249845 

4,44 21,06217 20,70922 21,33120 21,67235 

4,46 21,49991 21,134825 21,74963 22,103145 

4,48 21,94635 21,569275 22,17665 22,542395 

4,50 22,40166 22,01274 22,61246 22,99027 

4,52 22,86602 22,46540 23,05722 23,44695 

4,54 23,33960 22,92744 23,51114 23,91262 

4,56 23,822585 22,39905 23,974385 24,38746 

4,58 24,31516 22,88041 24,44716 24,87166 

4,60 24,817515 24,37172 24,929665 25,36541 

4,62 25,32984 24,873175 25,42210 25,868915 

4,64 25,852335 25,39498 25,924665 26,38236 

4,66 26,38520 26,90734 26,43757 26,90597 

4,68 26,92865 36,44046 26,96103 27,43994 

4,70 27,48287 26,98456 27,49526 27,98448 

4,72 28,048095 27,53985 28,040485 28,53982 

4,74 28,62454 28,10655 28,59693 29,106175 

4,76 29,21242 28,684905 29,16483 29,683775 

4,78 29,811965 29,27513 29741405 30,27285 

4,80 30,42341 29,877465 30,33591 30,873625 

4,82 31,04699 30,492145 30,93959 31,486365 

4,84 31,682945 31,119425 31,555685 32,111295 

4,86 32,33153 31,75955 32,18445 32,75868 

4,88 32,99298 32,41277 32,82615 33,39876 

4,90 33,66756 33,07936 33,48105 34,06181 

4,92 34,35554 33,759565 34,14942 34,738095 

4,94 35,057175 31,45367 34,831525 35,42788 
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B¶ng 2.9.5 (tiÕp) 

kz Akz Bkz Ckz Dkz 

4,96 35,772745 35,161945 35,527655 36,131445 

4,98 36,50253 35,88467 36,23810 35,84908 

5,00 37,246805 36,622145 36,963145 37,581065 

5,02 38,005865 37,374645 37,703085 38,327706 

5,04 38,78001 38,14248 38,45823 39,08929 

5,06 39,56954 38,92595 39,22889 39,86614 

5,08 40,374765 39,725365 40,015375 40,658555 

5,10 41,19599 40,54105 40,818010 41,46686 

5,12 42,033545 41,373315 41,637125 42,291385 

5,14 42,887755 42,22250 42,473055 43,13246 

5,16 73,758955 43,08894 43,326145 43,99042 

5,18 44,64749 43,97297 44,19673 44,86562 

5,20 45,55370 44,874955 45,08518 45,758405 

5,22 46,477945 45,79524 45,991855 46,66915 

5,24 47,420585 46,734195 46,917115 47,598205 

5,26 48,381995 47,69219 47,861345 48,54596 

5,28 49,36255 48,66960 48,82493 49,51279 

5,30 50,362635 49,66682 49,808265 50,49909 

5,32 51,38265 50,68421 50,81174 51,50525 

5,34 52,42298 51,722265 81,83577 52,531695 

5,36 53,48405 52,781295 52,88077 53,578825 

5,38 54,566275 53,861765 53,947165 54,647065 

5,40 55,67008 54,994095 55,03539 55,736955 

5,42 56,795895 56,088715 56,145875 56,848635 

5,44 57,944175 57,236075 57,279085 57,982845 

5,46 59,115365 58,406635 58,435475 59,139955 

5,48 60,30993 59,60085 59,61551 60,32042 

5,50 61,52831 60,81919 60,81967 61,52473 

5,52 62,77108 62,062145 62,04844 62,753375 

5,54 64,03864 63,33020 63,30232 64,00684 

5,56 65,33152 64,623855 64,58182 65,285635 

5,58 66,65021 65,943635 65,88745 66,590285 
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B¶ng 2.9.5 (tiÕp) 

kz Akz Bkz Ckz Dkz 

5,60 67,99531 67,29004 67,21974 67,92131 

5,62 36,36727 68,663625 68,57923 69,279255 

5,64 70,76665 70,064915 69,966475 70,664665 

5,66 72,19404 71,49448 71,38202 72,07810 

5,68 73,649975 72,95287 72,826145 73,52014 

5,70 75,13504 74,44067 74,30033 74,99136 

5,72 76,64983 75,95847 75,80427 76,49235 

5,74 78,19494 77,506865 77,33887 78,023735 

5,76 79,770985 79,086475 78,904755 79,586115 

5,78 81,378595 80,697915 80,502545 81,180135 

5,80 83,018405 82,341835 2,132885 82,806435 

5,82 84,69107 84,01887 83,79644 84,46567 

5,84 86,397255 85,72970 85,493865 86,15852 

5,86 88,137645 87,47499 87,255855 87,88566 

5,88 89,91292 89,255435 88,99310 89,647785 

5,90 91,72379 91,07174 90,79631 91,14562 

5,92 93,570985 92,92463 92,636215 93,27988 

5,94 95,455235 94,81483 94,513545 95,15132 

5,96 97,37729 96,74309 96,42906 97,06068 

5,98 99,33792 98,71018 98,38353 99,00874 

6,00 101,337905 100,71687 100,377735 100,99629 

6,01 102,352905 101,735315 101,389985 102,005115 

6,02 103,37804 102,76396 102,41247 103,02412 

6,03 104,41342 103,80281 103,44530 104,05340 

6,04 105,459145 104,852265 104,488565 105,093065 

6,06 107,582045 106,982605 106,606845 107,203945 

6,07 108,65943 108,06381 107,68207 108,27538 

6,08 109,747585 109,15583 108,768155 109,35762 

6,09 110,84662 110,25879 109,86522 110,45078 

6,10 111,95664 111,37280 110,97337 111,55496 

6,11 113,07775 112,497965 112,092715 112,670285 

6,12 114,21008 113,634395 113,22337 113,796855 
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B¶ng 2.9.5 (tiÕp) 

kz Akz Bkz Ckz Dkz 

6,13 115,35373 114,78220 114,36541 111,93479 

6,14 116,508815 115,941505 115,519015 116,084205 

6,16 118,853755 118,295055 117,861335 118,417925 

6,17 120,04385 119,489535 119,05025 119,602475 

6,18 121,245845 120,69597 120,251165 120,79897 

6,19 122,45987 121,91449 121,46421 122,00754 

6,2 123,68601 123,11521 122,68950 123,22830 

6,21 124,924475 124,38825 123,927155 124,46137 

6,22 126,175305 125,64374 125,177305 125,70688 

6,23 127,43866 126,91180 126,44007 126,96496 

6,24 128,71465 128,19255 127,71558 128,235725 

6,26 131,30508 130,792665 130,30535 130,815815 

6,27 132,619775 132,11228 131,619865 132,12546 

6,28 133,94763 133,445105 132,94764 133,448295 
 

B¶ng 2.9.6: B¶ng tra gi¸ trÞ c¸c hµm µi ®Ó tÝnh ®éng lùc häc c¸c khung  
    vµ dÇm liªn tôc 

λ µ1(λ) µ2(λ) µ3(λ) = ε1(λ) µ4(λ) = ε2(λ) µ5(λ) µ6(λ) = ε5(λ) 

1 2 3 4 5 6 7 

0,00 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 

0,10 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 

0,20 1,00000 1,00001 0,99999 1,00001 0,99999 0,99995 

0,30 0,99998 1,00003 0,99993 1,00003 0,99994 0,99977 

0,40 0,99994 1,00009 0,99978 1,00014 0,99984 0,99927 

0,50 0,99985 1,00022 0,99945 1,00032 0,99960 0,99821 

0,60 0,99969 1,00046 0,99887 1,00067 0,99918 0,99630 

0,70 0,99943 1,00086 0,99790 1,00124 0,99847 0,99314 

0,80 0,99902 1,00146 0,99642 1,00211 0,99739 0,98828 

0,90 0,99944 1,00235 0,99427 1,00339 0,99582 0,98121 

1,00 0,99761 1,00358 0,99126 1,00517 0,99363 0,97133 

1,10 0,99650 1,00525 0,98719 1,00758 0,99065 0,95796 

1,20 0,99504 1,00744 0,98184 1,01075 0,98673 0,94034 

1,30 0,99317 1,01026 0,97496 1,01483 0,98167 0,91762 
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B¶ng 2.9.6 (tiÕp) 

λ µ1(λ) µ2(λ) µ3(λ) = ε1(λ) µ4(λ) = ε2(λ) µ5(λ) µ6(λ) = ε5(λ) 

1 2 3 4 5 6 7 

1,40 0,99079 1,01384 0,96627 1,02000 0,97525 0,88882 

1,50 0,98784 1,01828 0,95547 1,02643 0,96723 0,85289 

1,60 0,98422 1,02375 0,94223 1,03433 0,95734 0,80859 

1,70 0,97983 1,03039 0,92618 1,04394 0,94525 0,75455 

1,80 0,97455 1,03838 0,90692 1,05551 0,93060 0,68920 

1,90 0,96826 1,04791 0,88400 1,06933 0,91298 0,61071 

2,00 0,96083 1,05922 0,85694 1,08572 0,89188 0,51698 

2,10 0,95210 1,07255 0,82519 1,10507 0,86671 0,40552 

2,20 0,94189 1,08819 0,78815 1,12778 0,83678 0,27334 

2,30 0,93000 1,10646 0,74512 1,15436 0,80120 0,11685 

2,40 0,91622 1,12776 0,69533 1,18536 0,75891 - 0,06838 

2,50 0,90027 1,15252 0,63789 1,22146 0,70855 - 0,28792 

2,60 0,88187 1,18121 0,57178 1,26345 0,64838 - 0,54885 

2,70 0,86061 1,24465 0,49582 1,31227 0,57610 - 0,86042 

2,80 0,83618 1,25340 0,40859 1,36906 0,48864 - 1,23499 

2,90 0,80797 1,29844 0,30844 1,43520 0,38175 - 1,68954 

3,00 0,77540 1,35089 0,19336 1,51241 0,24937 - 2,24817 

3,10 0,73772 1,41217 0,06090 1,60282 0,08256 - 2,94636 

3,20 0,69399 1,18404 - 0,09197 1,70914 - 0,13252 - 3,93880 

3,30 0,61300 1,56877 - 0,26908 1,93484 - 0,41847 - 5,01472 

3,40 0,58322 1,66931 - 0,47534 1,98444 - 0,81502 - 6,63059 

3,50 0,51261 1,78959 - 0,71717 2,16396 - 1,39906 - 8,98677 

3,60 0,42845 1,93491 - 1,00321 2,38160 - 2,34150 - 12,7620 

3,70 0,32691 2,11269 - 1,34530 2,64874 - 4,11181 - 19,8068 

3,80 0,20271 2,33351 - 1,76031 2,98173 - 8,68383 - 37,8450 

3,90 0,04780 2,61310 - 2,27304 3,40484 - 47,5553 - 190,688 

4,00 - 0,15008 2,97580 - 2,92177 3,95573 19,4676 72,5892 

4,10 - 0,11099 3,46151 - 3,76880 4,69608 9,17015 32,0149 

4,20 - 0,77004 4,14023 - 4,92322 5,73426 6,39342 20,9844 

4,30 - 1,29502 5,14721 - 6,59517 7,27962 5,09273 15,7435 

4,40 - 2,13568 6,78170 - 9,24895 9,79564 4,33068 12,6071 

4,50 - 3,70212 9,86350 - 14,1753 14,7521 3,812358 10,4603 
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B¶ng 2.9.6 (tiÕp) 

λ µ1(λ) µ2(λ) µ3(λ) = ε1(λ) µ4(λ) = ε2(λ) µ5(λ) µ6(λ) = ε5(λ) 

1 2 3 4 5 6 7 

4,60 - 7,66550 17,7346 - 26,1922 26,7259 3,45603 8,84763 

4,70 - 37,9477 78,2382 - 120,374 120,430 3,17311 7,54805 

4,80 18,3018 - 34,3328 53,8390 - 53,9558 2,94125 6,43993 

4,90 8,34376 - 14,1830 22,9053 - 23,2523 2,74520 5,41965 

5,00 5,71862 9,37158 14,7866 - 15,3625 2,57221 4,52887 

5,10 4,54448 - 7,04949 10,9712 - 11,7966 2,11419 3,64239 

5,20 3,84172 - 5,73831 8,70237 - 9,80006 2,26523 2,76656 

5,30 3,37489 - 4,90802 7,15699 - 8,55222 2,12066 1,87670 

5,40 3,03685 - 4,34539 6,00243 - 7,72326 1,97654 0,95373 

5,50 2,77590 - 3,94830 5,07780 - 7,15559 1,82925 - 0,02214 

5,60 2,56393 - 3,66194 4,29505 - 6,76502 1,67518 - 1,07206 

5,70 2,38420 - 3,45455 3,60123 - 8,50316 1,51016 - 2,22019 

5,80 2,2596 - 3,30668 2,96183 - 6,34091 1,33058 - 3,49580 

5,90 2,08186 - 3,20627 2,35258 - 6,26051 1,13003 - 4,93603 

6,00 1,94654 - 3,14497 1,75508 - 6,25142 0,90164 - 6,59010 

6,10 1,81579 - 3,11863 1,15419 - 6,30816 0,63564 - 8,52590 

6,20 1,68609 - 3,12451 0,53635 - 6,42908 0,31810 - 10,8411 
 

B¶ng 2.9.6 (tiÕp) 

λ µ7(λ) ε3(λ) ε4(λ) ε6(λ) ε7(λ) ε8(λ) 

8 9 10 11 12 13 14 
0,00 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 

0,10 1,00000 1,00000 1,00000 0,9999 8 1,00000 0,99999 

0,20 1,00002 0,99995 1,00002 0,99974 1,00007 0,99987 

0,30 1,00011 0,99975 1,00009 0,99869 1,00038 0,99936 

0,40 1,00034 0,99921 1,00027 0,99585 1,00119 0,99799 

0,50 1,00082 0,99806 1,00067 0,98988 1,00290 0,99509 

0,60 1,00170 0,99599 1,00139 0,97901 1,00602 0,98981 

0,70 1,00315 0,99257 1,00257 0,96111 1,01116 0,98112 

0,80 1,00537 0,98732 1,00439 0,93362 1,01906 0,96779 

0,90 1,00862 0,97968 1,00704 0,89361 1,03057 0,94837 

1,00 1,01316 0,96902 1,01074 0,83772 1,04667 0,92125 

1,10 1,01931 0,95462 1,01575 0,7621 1,06850 0,88458 

1,20 1,02743 0,93569 1,02234 0,66264 1,09733 0,83630 
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B¶ng 2.9.6 (tiÕp) 

λ µ7(λ) ε3(λ) ε4(λ) ε6(λ) ε7(λ) ε8(λ) 

8 9 10 11 12 13 14 
1,30 1,03792 0,91135 1,03083 0,53448 1,13462 0,77412 

1,40 1,05125 0,88064 1,04157 0,37238 1,18201 0,69549 

1,50 1,06794 0,84252 1,05495 0,17050 1,24142 0,59757 

1,60 1,08859 0,79583 1,07141 - 0,07768 1,31504 0,47721 

1,70 1,11391 0,73933 1,09144 - 0,37944 1,40540 0,33090 

1,80 1,14470 0,67165 1,11557 - 0,74297 1,51549 0,15468 

1,90 1,18194 0,59133 1,14442 - 1,17151 1,64887 - 0,05590 

2,00 1,22675 0,49673 1,17870 - 1,69362 1,80980 - 0,30593 

2,10 1,28054 0,38609 1,21920 - 2,30348 2,00346 - 0,60126 

2,20 1,34499 0,25746 1,26683 - 3,02127 2,23621 - 0,94869 

2,30 1,42221 0,10864 1,32266 - 3,86381 2,51603 - 1,35628 

2,40 1,51486 - 0,06265 1,38794 - 4,85132 2,85300 - 1,83370 

2,50 1,62631 - 0,25921 1,46412 - 6,00856 3,26008 - 2,39277 

2,60 1,76099 - 0,48401 1,55296 - 7,36650 3,75427 - 3,04824 

2,70 1,92479 - 0,74051 1,65655 - 8,96474 4,35821 - 3,81896 

2,80 2,12566 - 1,03267 1,77743 - 10,8553 5,10279 - 4,72963 

2,90 2,37573 - 1,36510 1,91871 - 13,1085 6,03118 - 5,81363 

3,00 2,68795 - 1,74324 2,08425 - 15,8228 7,20554 - 7,11762 

3,10 3,08906 - 2,17360 2,27887 - 19,1416 8,71851 - 8,70949 

3,20 3,61495 - 2,66408 2,50873 - 23,2841 10,7144 - 10,6929 

3,30 4,32616 - 3,22447 2,78172 - 28,6053 13,4304 - 13,2357 

3,40 5,32940 - 3,86709 3,10821 - 35,7248 17,2849 - 16,6306 

3,50 6,83166 - 4,60787 3,50200 - 45,8366 23,0905 - 21,4416 

3,60 9,29380 - 5,46784 3,98191 - 61,5871 32,6572 - 28,9184 

3,70 13,9908 - 6,47565 4,57418 - 90,2796 50,9940 - 42,5096 

3,80 26,2273 - 7,67158 5,31656 - 162,264 98,9449 - 76,5449 

3,90 131,076 - 9,11447 3,26517 - 764,081 510,816 - 360,744 

4,00 - 50,0202 - 10,8945 7,50722 269,204 - 200,997 127,061 

4,10 - 22,3504 - 13,1577 9,18569 108,347 -  92,4486 51,0506 

4,20 - 15,0017 - 16,1590 11,5520 63,4671 - 63,7764 29,7927 

4,30 - 11,6541 - 20,3881 15,0923 41,2098 - 50,8504 19,2100 

4,40 - 9,77808 - 26,9254 20,8829 27,0861 - 43,7338 12,4612 

4,50 - 8,60964 - 38,7254 31,8739 16,7007 - 39,4279 7,47032 

4,60 - 7,83952 - 67,8215 60,0939 8,25542 - 36,7214 3,38788 

4,70 - 7,31942 - 286,451 277,775 0,86832 - 35,0365 - 0,20327 
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B¶ng 2.9.6 (tiÕp) 

λ µ7(λ) ε3(λ) ε4(λ) ε6(λ) ε7(λ) ε8(λ) 

8 9 10 11 12 13 14 
4,80 - 6,96999 117882 - 127,584 - 5,95313 - 34,0673 - 3,53645 

4,90 - 6,74570 45,4706 - 56,2845 - 12,5144 - 33,6417 - 6,75683 

5,00 - 6,61931 26,0348 38,0519 - 19,0240 - 33,6611 - 9,96388 

5,10 - 6,57441 16,5568 29,8773 - 25,6381 - 34,0712 - 13,2326 

5,20 - 6,60156 10,6284 25,3614 - 32,4852 - 34,8473 - 16,6251 

5,30 - 6,69622 6,33368 22,5990 - 39,6811 - 35,9872 - 20,1978 

5,40 - 6,85771 2,89632 20,8558 - 47,3398 - 37,5073 - 24,0068 

5,50 - 7,08877 - 0,06147 - 19,6777 - 55,5820 - 39,4429 - 28,1115 

5,60 - 7,39562 - 2,74869 - 18,9619 - 64,5540 - 41,8496 - 32,5797 

5,70 - 7,78837 - 5,29338 - 18,5690 - 74,3878 - 44,8078 - 37,4921 

5,80 - 8,28201 - 7,78152 - 18,4354 - 85,3146 - 48,4303 - 42,9490 

5,90 - 8,89804 - 10,2762 - 18,5245 - 97,5837 - 52,8743 - 49,0801 

6,00 - 9,66722 - 12,8279 - 18,8176 - 111,542 - 58,3610 - 56,0589 

6,10 - 10,6340 - 15,4813 - 19,3091 - 127,670 - 65,2074 - 64,1290 

6,20 - 11,8642 - 18,2790 - 20,0042 - 146,659 - 73,8813 - 73,6279 

 
 

2.10. Lý thuyÕt dÎo vµ tõ biÕn 
2.10.1. Lý thuyÕt dÎo 

Lý thuyÕt dÎo (LTD) nghiªn cøu c¸ch tÝnh to¸n kÕt cÊu khi trong kÕt cÊu xuÊt 
hiÖn biÕn d¹ng dÎo. VÒ nguyªn t¾c, ®Ó t×m øng suÊt, biÕn d¹ng vµ chuyÓn vÞ LTD còng 
x©y dùng c¸c ph¬ng tr×nh c©n b»ng, h×nh häc vµ vËt lý nh trong lý thuyÕt ®µn håi 
(LT§H) tr×nh bµy ë môc 2.6. Kh¸c biÖt c¬ b¶n gi÷a LTD vµ LT§H thÓ hiÖn ë hai ®iÓm: 

+  LTD ph¶i x©y dùng thªm ®iÒu kiÖn dÎo (cßn gäi lµ tiªu chuÈn dÎo) ®Ó biÕt ë vÞ trÝ 
nµo trong kÕt cÊu vËt liÖu b¾t ®Çu xuÊt hiÖn biÕn d¹ng dÎo. 

+  Do ë giai ®o¹n ch¶y dÎo biÕn d¹ng kh«ng cßn tu©n theo ®Þnh luËt Hóc (Hook)  
n÷a nªn ph¬ng tr×nh vËt lý biÓu diÔn liªn hÖ gi÷a øng suÊt vµ biÕn d¹ng trong 
LTD kh¸c víi ph¬ng tr×nh vËt lý biÓu diÔn liªn hÖ gi÷a øng suÊt vµ biÕn d¹ng 
trong LT§H. 

1. §iÒu kiÖn dÎo 
§iÒu kiÖn dÎo lµ tiªu chuÈn ®îc thiÕt lËp theo øng suÊt t¹i mét ®iÓm ®Ó lµm c¨n 

cø nhËn biÕt vËt liÖu t¹i ®iÓm ®ã chuyÓn tõ giai ®o¹n ®µn håi sang giai ®o¹n ch¶y dÎo.  

Víi thanh chÞu lùc däc trôc, vËt liÖu ë ®iÓm bÊt kú trong thanh bíc vµo giai ®o¹n 
ch¶y dÎo khi øng suÊt kÐo hoÆc nÐn t¹i ®ã ®¹t ®Õn giíi h¹n ch¶y (σc). Víi vËt liÖu ®µn 
dÎo lý tëng, quan hÖ gi÷a øng suÊt vµ biÕn d¹ng trong trêng hîp chÞu kÐo däc trôc 
®îc biÓu diÔn ë h×nh 2.10.1. 
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H×nh 2.10.1: Quan hÖ σ - ε khi chÞu kÐo däc trôc víi vËt liÖu ®µn dÎo lý tëng 
 

Trêng hîp chÞu lùc tæng qu¸t ®iÒu kiÖn dÎo ®îc biÓu diÔn ë d¹ng: 

  ( )x y z xy yz zxf , , , , ,K 0σ σ σ τ τ τ =  (2.10.1) 

trong ®ã K lµ h»ng sè vËt liÖu ®îc x¸c ®Þnh b»ng thÝ nghiÖm.  
 

Hµm f ®îc gäi lµ hµm dÎo, cßn mÆt x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh (2.10.1) ®îc gäi 
lµ mÆt ch¶y dÎo. Díi ®©y tr×nh bµy hai ®iÒu kiÖn dÎo thêng ®îc øng dông trong tÝnh 
to¸n kÕt cÊu kim lo¹i hoÆc ®Êt nÒn. 

 

a. §iÒu kiÖn dÎo Ph«n Mi-zes (Von Mises)       

            ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
x y y z z x xy yz zx c6 2σ − σ + σ − σ + σ − σ + τ + τ + τ = σ      

   (2.10.2) 

trong ®ã σc lµ giíi h¹n ch¶y cña vËt liÖu trong trêng hîp chÞu lùc däc trôc.  
 

Trong kh«ng gian cña hÖ trôc to¹ ®é cã ph¬ng trïng víi ph¬ng cña ba øng suÊt 

chÝnh σ1, σ2, σ3 ph¬ng tr×nh (2.10.2) biÓu diÔn mét mÆt trô elÝp cã trôc nghiªng ®Òu 
víi ba trôc to¹ ®é (h×nh 2.10.2 a). 

 

 
 

H×nh 2.10.2: MÆt dÎo Mi-zes (a) vµ mÆt dÎo Mo-Cu-l«ng (b) 
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b. §iÒu kiÖn dÎo Mo-Cu-l«ng (Mohr -Coulomb) 
 

§iÒu kiÖn dÎo Mo-Cu-l«ng ®îc biÓu diÔn qua øng suÊt chÝnh ë d¹ng: 

  

1 2 3 2 3

2 3 1 3 1

3 1 2 1 2

1 1
f sin c cos 0

2 2
1 1

f sin c cos 0
2 2
1 1

f sin c cos 0
2 2

= σ − σ + σ + σ ϕ − ϕ =

= σ − σ + σ + σ ϕ − ϕ =

= σ − σ + σ + σ ϕ − ϕ =

 (2.10.3) 

trong ®ã c vµ ϕ lµ lùc dÝnh vµ gãc ma s¸t trong cña ®Êt x¸c ®Þnh b»ng thÝ nghiÖm.  
 

Trong kh«ng gian cña hÖ trôc to¹ ®é cã ph¬ng trïng víi ph¬ng cña ba øng suÊt 

chÝnh σ1, σ2, σ3 ph¬ng tr×nh (2.10.3) biÓu diÔn mét mÆt chãp ®¸y lôc gi¸c cã trôc 
nghiªng ®Òu víi ba trôc to¹ ®é (h×nh 2.10.2 b). 

 

2. Ph¬ng tr×nh vËt lý 
 

Trong lý thuyÕt dÎo tån t¹i nhiÒu lý thuyÕt kh¸c nhau, trong ®ã lý thuyÕt ®îc  
sö dông réng r∙i nhÊt lµ lý thuyÕt ch¶y dÎo. Theo lý thuyÕt nµy, víi vËt liÖu ®µn dÎo  
lý tëng (h×nh 2.10.1) ë giai ®o¹n ch¶y dÎo biÕn d¹ng dÎo cã gi¸ trÞ rÊt lín nªn thay  
cho biÕn d¹ng dÎo sö dông mét ®¹i lîng gäi lµ gia sè biÕn d¹ng dÎo dε x¸c ®Þnh b»ng 
c«ng thøc: 

  

x xy
x xy

y yz
y yz

z zx
z zx

f f
d d

f f
d d

f f
d d

∂ ∂
ε = λ γ = λ

∂σ ∂τ

∂ ∂
ε = λ γ = λ

∂σ ∂τ

∂ ∂
ε = λ γ = λ

∂σ ∂τ

 (2.10.2)  

trong ®ã λ lµ mét ®¹i lîng v« híng.  

λ = 0 khi vËt liÖu cßn lµm viÖc trong giai ®o¹n ®µn håi,  

λ > 0 khi vËt liÖu bíc sang giai ®o¹n ch¶y dÎo.  
 

BiÓu thøc (2.10.2) cho liªn hÖ gi÷a biÕn d¹ng vµ øng suÊt trong giai ®o¹n ch¶y 
dÎo. §ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh vËt lý trong lý thuyÕt ch¶y dÎo. 

CÇn chó ý lµ c«ng thøc trªn chØ ®óng víi qu¸ tr×nh gia t¶i ®¬n, nghÜa lµ tÊt c¶ c¸c 
t¶i träng ®Æt vµo kÕt cÊu ®Òu tu©n theo quy luËt gia t¶i tÜnh, chóng cã gi¸ trÞ t¨ng dÇn tõ 
0 ®Õn gi¸ trÞ x¸c ®Þnh víi cïng mét tèc ®é. 
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3. Ph¬ng ph¸p gi¶i 
VÒ nguyªn t¾c, dùa vµo ph¬ng tr×nh c©n b»ng, ph¬ng tr×nh h×nh häc, ®iÒu kiÖn 

dÎo, ph¬ng tr×nh vËt lý vµ ®iÒu kiÖn biªn cã thÓ t×m ®îc nghiÖm lµ øng suÊt, biÕn 
d¹ng vµ chuyÓn vÞ cña kÕt cÊu khi xÐt ®Õn biÕn d¹ng dÎo cña vËt liÖu kÕt cÊu. Trong 
tÝnh to¸n c«ng tr×nh thêng quan t©m ®Õn hai lo¹i bµi to¸n sau: 

+  X¸c ®Þnh vÞ trÝ vµ kÝch thíc cña vïng biÕn d¹ng dÎo. VÝ dô, víi ®êng hÇm chÞu 
¸p lùc bªn trong p nh ë h×nh 2.10.3, tÝnh to¸n ®∙ chØ ra r»ng biÕn d¹ng dÎo b¾t 
®Çu xuÊt hiÖn ë mÐp trong vµ lan réng trong vïng a r c≤ ≤ , trong ®ã r lµ b¸n kÝnh 
cña vïng dÎo. 

 

 
 

H×nh 2.10.3: Vïng biÕn d¹ng dÎo quanh lç khoÐt 
 

+  X¸c ®Þnh t¶i träng giíi h¹n khi kÕt cÊu ®¹t ®Õn tr¹ng th¸i c©n b»ng giíi h¹n, cã 
nghÜa lµ giíi h¹n tèi ®a vÒ mÆt chÞu lùc. Bµi to¸n nµy ®îc ¸p dông ®Ó x¸c ®Þnh 
søc chÞu cña nÒn hoÆc tÝnh to¸n an toµn cña m¸i dèc v.v... 
 

§iÒu cÇn nãi ë ®©y lµ sè bµi to¸n cña lý thuyÕt dÎo cã thÓ gi¶i ®îc b»ng ph¬ng 
ph¸p gi¶i tÝch chØ h¹n chÕ ë nh÷ng kÕt cÊu cã d¹ng h×nh häc, d¹ng t¶i träng vµ ®iÒu kiÖn 
biªn kh«ng phøc t¹p. Ngoµi nh÷ng trêng hîp nµy thêng ph¶i dïng ph¬ng ph¸p sè, 
cô thÓ lµ ph¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n tr×nh bµy ë môc 2.11. 

 

2.10.2. Lý thuyÕt tõ biÕn 

1. Kh¸i niÖm 
BiÕn d¹ng nghiªn cøu trong lý thuyÕt ®µn håi vµ lý thuyÕt dÎo lµ biÕn d¹ng tøc 

thêi ngay sau khi ®Æt t¶i träng vµo kÕt cÊu. BiÕn d¹ng nµy ®îc xem nh kh«ng thay  
®æi trong suèt thêi gian kÕt cÊu chÞu t¶i träng. Thùc tÕ kh«ng ph¶i nh vËy, víi mét  
sè lo¹i vËt liÖu nh thÐp lµm viÖc trong ®iÒu kiÖn nhiÖt ®é cao, bª t«ng, ®Êt, ®¸, vËt liÖu 
polyme... lµm viÖc trong ®iÒu kiÖn nhiÖt ®é b×nh thêng, mÆc dï t¶i träng gi÷ gi¸ trÞ 
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kh«ng ®æi trong suèt thêi gian ®Æt t¶i biÕn d¹ng vÉn t¨ng mét lîng ®¸ng kÓ víi tèc ®é 
rÊt chËm. HiÖn tîng nµy ®îc gäi lµ tõ biÕn (biÕn d¹ng chËm- creep). Tõ biÕn cña vËt 
liÖu lµm viÖc trong giai ®o¹n ®µn håi ®îc Ken-vin m« pháng bëi biÕn d¹ng cña c¬ hÖ 
gåm mét lß xo vµ mét xi lanh thuû lùc (h×nh 2.10.3 a), trong ®ã biÕn d¹ng ®µn håi cña 
lß xo m« t¶ biÕn d¹ng ®µn håi cña vËt liÖu, biÕn d¹ng cña xi lanh thuû lùc m« t¶ tõ biÕn 
cña vËt liÖu. Tõ biÕn cña vËt liÖu ®µn dÎo lý tëng ®îc m« pháng bëi c¬ hÖ gåm mét  
lß xo, mét phanh ma s¸t vµ mét xi lanh thuû lùc (h×nh 2.10.2 b), trong ®ã phanh ma s¸t 
m« t¶ c¬ chÕ ch¶y dÎo cña vËt liÖu. Phanh mÊt ma s¸t øng víi t×nh huèng vËt liÖu bíc 
sang giai ®o¹n ch¶y dÎo. 

 

 
 

H×nh 2.10.3: M« h×nh vËt liÖu ®µn nhít (a) vµ ®µn dÎo nhít (b) 
 

Ngîc l¹i cña hiÖn tîng tõ biÕn lµ hiÖn tîng chïng øng suÊt (relaxation). §©y 
lµ hiÖn tîng muèn gi÷ nguyªn biÕn d¹ng do ngo¹i lùc hoÆc øng suÊt g©y ra theo thêi 
gian th× t¬ng øng ph¶i gi¶m ngo¹i lùc hoÆc øng suÊt ®ã. 

 

2. Ph¬ng tr×nh vËt lý 
Trong tÝnh to¸n c«ng tr×nh thêng sö dông lý thuyÕt tõ biÕn di truyÒn tuyÕn tÝnh. 

Theo lý thuyÕt nµy biÕn d¹ng t¹i mét thêi ®iÓm nµo ®ã kh«ng chØ phô thuéc vµo øng 
suÊt ë t¹i thêi ®iÓm ®ã mµ cßn phô thuéc vµo lÞch sö cña biÕn d¹ng tríc ®ã vµ ®îc 
tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
t

tb

0 0

t
e t K t d

E

σ
= + − τ σ τ τ∫  (2.10.3) 

trong ®ã: 

-  Sè h¹ng thø nhÊt biÓu diÔn biÕn d¹ng tøc thêi ε0 ë thêi ®iÓm t g©y ra bëi øng  
suÊt σ(t); 

-  Sè h¹ng thø hai biÓu diÔn biÕn d¹ng ph¸t triÓn theo thêi gian g©y ra bëi øng suÊt 
biÕn ®æi theo thêi gian σ(τ); 

-  ( )K t − τ : Nh©n tõ biÕn, ®Æc trng cho ¶nh hëng cña t¶i träng ®Æt ë thêi ®iÓm τ ë 

tríc thêi ®iÓm t ®Õn biÕn d¹ng ë thêi ®iÓm t. 
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Tõ (2.10.3) suy ra: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
t

0
0

t E t R t dσ = ε − − τ ε τ τ∫  (2.10.4) 

trong ®ã: 

-  Sè h¹ng thø nhÊt biÓu diÔn øng suÊt ban ®Çu ë thêi ®iÓm t; 

-  Sè h¹ng thø hai biÓu diÔn sù biÕn ®æi cña øng suÊt theo thêi gian khi biÕn d¹ng ε 
biÕn ®æi theo thêi gian; 

-  ( )R t − τ : Nh©n chïng øng suÊt, ®Æc trng cho ¶nh hëng cña biÕn d¹ng xuÊt hiÖn  

ë thêi ®iÓm τ ®Õn øng suÊt ë thêi ®iÓm t. 
 

Trêng hîp σ = const tõ (2.10.3) cã: 

  ( ) ( )
t

0 0

1
t K t dt

E

 
ε = σ + 

  
∫  

Trêng hîp ε = const tõ (2.10.4) cã: 

  ( ) ( )
t

0
0

t E R t dt
 

σ = ε − 
  

∫  

VÒ b¶n chÊt vËt lý, hµm K(t) lµ tèc ®é biÕn d¹ng khi øng suÊt cã gi¸ trÞ b»ng ®¬n 
vÞ, cßn hµm R(t) lµ øng suÊt cÇn thiÕt ®Ó g©y ra biÕn d¹ng b»ng ®¬n vÞ. K(t) ®îc x¸c 
®Þnh tõ ®êng cong tèc ®é biÕn d¹ng khi σ = const, cßn R(t) ®îc x¸c ®Þnh tõ ®êng 

cong tèc ®é chïng khi ε = const. 

Víi vËt liÖu ®îc m« pháng bëi m« h×nh Ken-vin tèc ®é biÕn d¹ng tõ biÕn lµ mét 
hµm phô thuéc vµo øng suÊt vµ biÕn d¹ng hiÖn t¹i.  

ë tr¹ng th¸i øng suÊt ®¬n hµm nµy ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc: 

  
d

a b
dt

ε
= σ − ε                                                     (2.10.5) 

trong ®ã a, b lµ c¸c h»ng sè vËt liÖu x¸c ®Þnh b»ng thÝ nghiÖm. 
 

BiÕn d¹ng ë thêi ®iÓm t + ∆t ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc: 

  ( )b t b t
t t t

a
e 1 e

b
− ∆ − ∆

+∆ε = ε + σ −  (2.10.6) 

ë bµi to¸n biÕn d¹ng ph¼ng biÕn d¹ng ë thêi ®iÓm t + ∆t ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng 
thøc t¬ng tù: 
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( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

b t b t
x, t t x, t x y

b t b t
y, t t x, t y x

b t b t
xy, t t x, t xy

1 a
e 1 e

1 2 1 1 2 1 b

1 a
e 1 e

1 2 1 1 2 1 b

1 a
e 1 e

2 1 b

− ∆ − ∆
+∆

− ∆ − ∆
+∆

− ∆ − ∆
+∆

 − µ µ
ε = ε + σ + σ − 

− µ + µ − µ + µ  
 − µ µ

ε = ε + σ + σ − 
− µ + µ − µ + µ  

γ = ε + τ −
+ µ

        

   (2.10.7) 
 

3. Ph¬ng ph¸p gi¶i 
NghiÖm gi¶i tÝch cña bµi to¸n tõ biÕn còng chØ thu ®îc cho nh÷ng trêng hîp 

®¬n gi¶n, víi c¸c trêng hîp kh¸c thêng ph¶i dïng ph¬ng ph¸p sè. Khi gi¶i chia 
kho¶ng thêi gian xem xÐt thµnh nhiÒu thêi ®o¹n vµ thùc hiÖn tÝnh to¸n cho tõng thêi 
®o¹n. Trong mçi thêi ®o¹n thùc hiÖn phÐp tÝnh lÆp ®Ó tÝnh gÇn ®óng øng suÊt vµ biÕn 
d¹ng cho ®Õn khi sai sè cña kÕt qu¶ tÝnh to¸n gi÷a hai bíc lÆp liªn tiÕp ®¹t trÞ cho phÐp. 

 
2.11. Ph¬ng ph¸p sè gi¶i c¸c bµi to¸n kÕt cÊu 
2.11.1. Më ®Çu 

Víi kÕt cÊu hÖ thanh siªu tÜnh c¸c ph¬ng ph¸p truyÒn thèng cña C¬ häc kÕt  
cÊu nh ph¬ng ph¸p lùc, ph¬ng ph¸p chuyÓn vÞ... vÒ nguyªn t¾c cã thÓ gi¶i kÕt cÊu 
bÊt kú, nhng víi c¸c kÕt cÊu phøc t¹p th× kh«ng thÓ tÝnh b»ng tay mµ tÝnh b»ng m¸y  
th× khã x©y dùng mét phÇn mÒm ®Ó cã thÓ gi¶i cho nhiÒu lo¹i kÕt cÊu. Víi c¸c kÕt cÊu 
tÊm, vá, kÕt cÊu d¹ng khèi hoÆc kÕt cÊu ®îc ®a vÒ gi¶i ë d¹ng bµi to¸n ph¼ng, ®Ó  
t×m chuyÓn vÞ vµ néi lùc hoÆc øng suÊt cña kÕt cÊu, ph¬ng ph¸p truyÒn thèng cña Lý 
thuyÕt ®µn håi lµ thiÕt lËp ph¬ng tr×nh vi ph©n cña chuyÓn vÞ hoÆc øng suÊt, sau ®ã  
gi¶i c¸c ph¬ng tr×nh nµy ®Ó t×m d¹ng gi¶i tÝch cña hµm biÓu diÔn c¸c ®¹i lîng ®ã. 
Song sè bµi to¸n cã thÓ gi¶i ®Ó thu ®îc lêi gi¶i ë d¹ng gi¶i tÝch mµ thêng quen gäi lµ 
lêi gi¶i chÝnh x¸c chØ h¹n chÕ ë nh÷ng trêng hîp kÕt cÊu cã d¹ng h×nh häc, liªn kÕt vµ 
t¶i träng kh«ng phøc t¹p. §Ó kh¾c phôc h¹n chÕ cña c¸c ph¬ng ph¸p truyÒn thèng 
dïng trong C¬ häc kÕt cÊu vµ Lý thuyÕt ®µn håi, tõ nh÷ng n¨m 60 cña thÕ kû XX, khi 
m¸y tÝnh ®iÖn tö b¾t ®Çu ph¸t triÓn, nhiÒu ph¬ng ph¸p gÇn ®óng gi¶i b»ng sè trªn m¸y 
tÝnh còng ®îc ph¸t triÓn. Kh¸c víi ph¬ng ph¸p gi¶i tÝch, ph¬ng ph¸p sè kh«ng t×m 
d¹ng gi¶i tÝch cña hµm chuyÓn vÞ hoÆc øng suÊt mµ t×m trÞ cña c¸c hµm ®ã ë mét tËp 
h÷u h¹n c¸c ®iÓm trong kÕt cÊu. VÞ trÝ cña c¸c ®iÓm do ngêi tÝnh tù chän theo yªu cÇu 
tÝnh to¸n. 

Ba ph¬ng ph¸p sè thêng ®îc dïng ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n kÕt cÊu lµ ph¬ng ph¸p 
sai ph©n h÷u h¹n (SPHH), ph¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n (PTHH) vµ ph¬ng ph¸p phÇn 
tö biªn (PTB), trong ®ã øng dông phæ biÕn nhÊt lµ ph¬ng ph¸p PTHH. Trong khu«n 
khæ cuèn s¸ch nµy chØ tr×nh bµy ph¬ng ph¸p PTHH. 
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2.11.2. C¬ së cña ph¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n (PTHH) 

1. Nguyªn lý chung 
Khi tÝnh b»ng ph¬ng ph¸p PTHH kÕt cÊu ®îc chia thµnh nhiÒu phÇn nhá, mçi 

phÇn ®îc gäi lµ mét phÇn tö (element). C¸c phÇn tö thêng ®îc chän cã d¹ng h×nh 
häc ®¬n gi¶n. Ch¼ng h¹n, víi kÕt cÊu hÖ thanh phÇn tö thêng ®îc chän lµ mét ®o¹n 
cña thanh. Víi tÊm, vá hoÆc bµi to¸n ph¼ng (øng suÊt ph¼ng, biÕn d¹ng ph¼ng) thêng 
chän phÇn tö cã d¹ng tam gi¸c hoÆc tø gi¸c. Víi kÕt cÊu d¹ng khèi thêng chän phÇn tö 
cã d¹ng khèi chãp hoÆc l¨ng trô... (h×nh 2.11.1).  

C¸c phÇn tö ®îc xem nh chØ ®îc nèi víi nhau ë ®iÓm chia gi÷a hai ®o¹n (phÇn 
tö thanh), ë ®Ønh cña tam gi¸c, tø gi¸c, ®Ønh cña khèi chãp, khèi l¨ng trô (phÇn tö ph¼ng 
hoÆc khèi). C¸c ®iÓm nµy ®îc gäi lµ c¸c ®iÓm nót (node) cña m¹ng líi phÇn tö.  
Trong mét sè trêng hîp nót cßn ®îc chän thªm lµ mét sè ®iÓm ë trªn ®o¹n (phÇn tö 
thanh), trªn c¹nh (phÇn tö tam gi¸c, tø gi¸c hoÆc phÇn tö khèi). 

VÒ nguyªn t¾c, líi phÇn tö cµng dµy, sè ®iÓm nót cµng nhiÒu th× ®é chÝnh x¸c 
cña kÕt qu¶ cµng lín. Tuy vËy, trong thùc tÕ ¸p dông còng kh«ng cÇn ph¶i chia líi 
phÇn tö qu¸ dµy. MÆt kh¸c, kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i chia c¸c phÇn tö cã kÝch thíc nh 
nhau mµ nªn dïng líi phÇn tö cã kÝch thíc nhá ë nh÷ng vïng hµm ph¶i t×m cã kh¶ 
n¨ng biÕn thiªn m¹nh vÒ gi¸ trÞ, vÝ dô vïng xung quanh c¸c lç khoÐt trong th©n ®Ëp, 
vïng gÇn c¸c vÞ trÝ ®Æt t¶i tËp trung... cßn ë c¸c vïng kh¸c th× dïng líi phÇn tö cã kÝch 
thíc lín h¬n. Nh vËy võa ®¹t ®é chÝnh x¸c cao, võa gi¶m ®îc kÝch thíc cña bµi 
to¸n ph¶i gi¶i. 

 

 
 

H×nh 2.11.1: Mét sè d¹ng phÇn tö thêng dïng 
 

§Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña phÇn tö  vµ ®iÓm nót trong m¹ng líi phÇn tö mèi phÇn tö 
vµ mçi ®iÓm nót ®îc ®¸nh mét sè m·. C¸ch ®¸nh sè m∙ ®¬n gi¶n nhÊt lµ dïng c¸c sè 
tù nhiªn 1, 2, 3... ®Ó g¸n cho mçi phÇn tö vµ mçi ®iÓm nót. Thø tù ®¸nh sè kh«ng ¶nh 
hëng ®Õn ®é chÝnh x¸c cña kÕt qu¶. Riªng víi nót, nÕu kÕt cÊu cã d¹ng dµi vµ hÑp nªn 
chän thø tù ®¸nh sè nót theo chiÒu hÑp (h×nh 2.11.2 a). Víi c¸ch ®¸nh sè nµy m¸y sÏ 
tèn Ýt thêi gian gi¶i h¬n so víi c¸ch ®¸nh sè thø tù nót theo chiÒu dµi (h×nh 2.11.2 b). 
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H×nh 2.11.2: C¸ch ®¸nh c¸c m· nót 
 

VÒ c¸ch gi¶i, ph¬ng ph¸p PTHH lµ mét ph¬ng ph¸p gÇn ®óng. ý nghÜa gÇn 
®óng thÓ hiÖn ë chç trong miÒn cña mét phÇn tö chän mét hµm nµo ®ã ®Ó biÓu diÔn gÇn 
®óng d¹ng cña hµm ph¶i t×m trong miÒn cña phÇn tö ®ã. Hµm ®îc chän gäi lµ hµm xÊp 
xØ. §Ó ®¬n gi¶n, d¹ng cña hµm thêng ®îc chän lµ mét ®a thøc nguyªn. BËc cña ®a 
thøc lÊy ®ñ lín ®Ó tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn héi tô cña lêi gi¶i. Th«ng thêng, víi mçi d¹ng 

kÕt cÊu ph¶i chän mét d¹ng bËc cña ®a thøc. Èn cña bµi to¸n lµ hÖ sè cña ®a thøc. VÊn 
®Ò ®Æt ra lµ ph¶i x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè nµy ®Ó hµm xÊp xØ m« t¶ s¸t nhÊt d¹ng cña hµm 
thùc. Kh¸c víi c¸c ph¬ng ph¸p gÇn ®óng kh¸c, ë ph¬ng ph¸p PTHH c¸c hÖ sè cña ®a 
thøc nguyªn ®îc biÓu diÔn qua c¸c gi¸ trÞ cña hµm ph¶i t×m t¹i vÞ trÝ c¸c ®iÓm nót cña 
phÇn tö. Do ®ã, ®Ó t×m d¹ng cña hµm xÊp xØ, thay cho t×m hÖ sè cña ®a thøc ®i t×m gi¸ 
trÞ cña hµm ph¶i t×m t¹i vÞ trÝ c¸c ®iÓm nót.   

CÇn nhÊn m¹nh ë ®©y lµ viÖc t×m hµm xÊp xØ chØ lµ c¬ së to¸n häc cña ph¬ng 
ph¸p gi¶i, cßn thùc tÕ sau khi t×m ®îc Èn lµ gi¸ trÞ cña hµm t¹i c¸c ®iÓm nót th× cã thÓ 
kÕt thóc viÖc gi¶i, v× th«ng qua c¸c gi¸ trÞ nµy cã thÓ nhËn biÕt vµ ®¸nh gi¸ biÕn thiªn 
cña hµm trong miÒn x¸c ®Þnh cña nã. 

Trong bµi to¸n kÕt cÊu, tuú theo ý nghÜa vËt lý cña hµm xÊp xØ ®Þnh t×m lµ chuyÓn 
vÞ, øng suÊt hoÆc c¶ hai, ngêi ta sö dông ba lo¹i m« h×nh sau: m« h×nh t¬ng thÝch, m« 
h×nh c©n b»ng vµ m« h×nh hçn hîp. Trong ba m« h×nh trªn th× m« h×nh t¬ng thÝch 
®îc sö dông réng r∙i nhÊt. Trong m« h×nh t¬ng thÝch hµm ®îc chän biÓu diÔn xÊp xØ 
lµ chuyÓn vÞ trong ph¹m vi mét phÇn tö, c¸c hÖ sè cña ®a thøc xÊp xØ ®îc biÓu diÔn 
th«ng qua chuyÓn vÞ ë c¸c nót cña phÇn tö. Èn cña bµi to¸n ®îc chän lµ chuyÓn vÞ t¹i 
c¸c ®iÓm nót.  
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§Ó gän trong c¸ch biÓu diÔn, ph¬ng ph¸p PTHH thêng sö dông ký hiÖu ma trËn 
®Ó viÕt c¸c biÓu thøc hoÆc c¸c ph¬ng tr×nh tÝnh to¸n. Cô thÓ lµ thay cho viÖc viÕt c¸c 
phÇn tö cña mét d∙y sö dông ch÷ c¸i ký hiÖu d∙y ®ã, thay thÕ cho viÖc viÕt c¸c phÇn tö 
cña mét ma trËn sö dông ch÷ c¸i ký hiÖu ma trËn ®ã, thay cho diÔn gi¶i mét biÓu thøc 
hoÆc mét hÖ ph¬ng tr×nh sö dông ký hiÖu nh©n ma trËn v.v... 

Díi ®©y sö dông ký hiÖu ma trËn ®Ó viÕt ph¬ng tr×nh h×nh häc (2.6.3) vµ 
ph¬ng tr×nh vËt lý (2.6.7) cña lý thuyÕt ®µn håi lµ hai ph¬ng tr×nh ®îc sö dông ®Ó 
thiÕt lËp ph¬ng tr×nh gi¶i b»ng ph¬ng ph¸p PTHH. 

Ph¬ng tr×nh h×nh häc: NÕu gäi 

      

x

y

z

xy

yz

zx

ε 
 ε 
 ε
 ε =
γ 

 
γ 

 γ  

    lµ vect¬ biÕn d¹ng;    

      

u

u v

w

 
 =  
  

     lµ vect¬ chuyÓn vÞ; 

                T

x

y

z

y x

z y

x z

∂ 
 ∂ 

∂ 
 ∂
 

∂ 
 ∂

∂ =  ∂ ∂ 
 ∂ ∂
 

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

   lµ ma trËn chuyÓn vÞ cña ma trËn to¸n tö vi ph©n ∂; 

th× ph¬ng tr×nh h×nh häc (2.6.3) ®îc viÕt gän l¹i ë d¹ng ma trËn nh sau: 

  T uε = ∂  (2.11.1) 
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Ph¬ng tr×nh vËt lý: NÕu gäi 

      

x

y

z

xy

yz

zx

σ 
 σ 
 σ
 σ =
τ 

 
τ 

 τ  

   lµ vect¬ øng suÊt 

 

      
( )( )

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 2E 0 0 0 0 0D 21 2 1
1 2

0 0 0 0 0
2

1 2
0 0 0 0 0

2

− µ 
 − µ 
 − µ
 − µ 

=  − µ + µ  − µ 
 
 − µ
   

  lµ ma trËn 

®µn håi cña vËt liÖu th× ph¬ng tr×nh vËt lý (2.6.7) ®îc viÕt gän l¹i ë d¹ng ma trËn nh sau: 
  Dσ = ε  (2.11.2) 

Nh×n vµo d¹ng cña ma trËn D ta thÊy ë trêng hîp vËt liÖu ®µn håi tuyÕn tÝnh D 
lµ ma trËn ®èi xøng vµ c¸c phÇn tö cña D lµ h»ng sè. 

 

2. Hµm xÊp xØ 
Nh ®∙ nãi ë trªn, khi tÝnh kÕt cÊu b»ng ph¬ng ph¸p PTHH thêng chän hµm 

xÊp xØ lµ chuyÓn vÞ trong miÒn cña mét phÇn tö. Víi mçi d¹ng phÇn tö øng víi mét 
d¹ng kÕt cÊu cÇn chän mét ®a thøc nguyªn cã bËc thÝch hîp ®Ó ®¶m b¶o ®iÒu kiÖn héi 
tô cña lêi gi¶i (xem môc 2.11.3). Tuy vËy, nÕu sö dông ký hiÖu ma trËn cã thÓ biÓu diÔn 
c¸c hµm xÊp xØ nµy ë cïng mét d¹ng: 

  u Pa=  (2.11.3) 
trong ®ã: 

u - vect¬ chuyÓn vÞ trong ph¹m vi mét phÇn tö; 

P -  ma trËn ®a thøc cã sè hµng b»ng sè thµnh phÇn chuyÓn vÞ, sè cét b»ng sè sè h¹ng  
 cña ®a thøc xÊp xØ (xem môc 2.11.3); 

a - vect¬ hÖ sè cña ®a thøc xÊp xØ cã sè phÇn tö b»ng sè sè h¹ng cña ®a thøc xÊp xØ  
 (xem môc 2.11.3). 

§Ó biÓu diÔn hÖ sè cña ®a thøc qua chuyÓn vÞ ë c¸c nót phÇn tö chØ viÖc thay to¹ 
®é vµ chuyÓn vÞ cña c¸c nót vµo biÓu thøc (2.11.3), tiÕp ®ã rót ra biÓu thøc tÝnh a: 
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  1
ea C−= ∆  (2.11.4) 

trong ®ã: 

C-1 - ma trËn nghÞch ®¶o cña ma tr©n to¹ ®é C cã ®îc sau khi thay to¹ ®é cña c¸c  
    nót vµo c¸c biÕn to¹ ®é trong ma trËn P; 

∆e - vect¬ chuyÓn vÞ nót cña phÇn tö cã c¸c thµnh phÇn lµ c¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ  
   t¹i c¸c nót cña phÇn tö. 
 

Thay (2.11.4) vµo (2.11.3) ®îc: 

  1
eu PC−= ∆  (2.11.5)   

§©y lµ d¹ng cña hµm xÊp xØ chuyÓn vÞ trong ph¹m vi phÇn tö ®îc biÓu diÔn qua 
chuyÓn vÞ nót cña phÇn tö viÕt b»ng ký hiÖu ma trËn. 

NÕu gäi ∆ lµ vect¬ chuyÓn vÞ nót cña kÕt cÊu cã c¸c thµnh phÇn lµ c¸c thµnh phÇn 
chuyÓn vÞ ë tÊt c¶ c¸c nót cña m¹ng líi phÇn tö th× liªn hÖ gi÷a vect¬ chuyÓn vÞ nót cña 

mét phÇn tö ∆e víi vect¬ chuyÓn vÞ nót ∆ cña kÕt cÊu ®îc biÓu diÔn b»ng c«ng thøc: 

  e eL∆ = ∆  (2.11.6) 

trong ®ã Le lµ ma trËn ®Þnh vÞ chuyÓn vÞ nót cña phÇn tö trong vect¬ chuyÓn vÞ nót cña 

kÕt cÊu. Ma trËn Le cã sè hµng b»ng sè thµnh phÇn chuyÓn vÞ nót cña phÇn tö, sè cét 

b»ng sè thµnh phÇn chuyÓn vÞ nót cña kÕt cÊu. PhÇn tö cña Le cã gi¸ trÞ b»ng 1 nÕu øng 
víi phÇn tö ®ã chuyÓn vÞ nót cña phÇn tö cã mÆt trong vect¬ chuyÓn vÞ nót cña kÕt cÊu, 
b»ng 0 nÕu nh øng víi phÇn tö ®ã chuyÓn vÞ nót cña phÇn tö kh«ng cã mÆt trong 
chuyÓn vÞ nót cña kÕt cÊu. 

Thay (2.11.6) vµo (2.11.5) ®îc biÓu thøc cña hµm xÊp xØ chuyÓn vÞ trong ph¹m 
vi phÇn tö biÓu diÔn qua chuyÓn vÞ nót cña kÕt cÊu: 

  1
eu PC L−= ∆  (2.11.7) 

VÝ dô, víi thanh chÞu lùc däc ph©n bè ®Òu cêng ®é t¶i träng q vÏ ë h×nh 2.11.3 
®îc chia thµnh 4 phÇn tö vµ hµm xÊp xØ chuyÓn vÞ trong ph¹m vi mét phÇn tö ®îc 
chän ë d¹ng: 

  1 2u a a x= +  

th× c¸c biÓu thøc (2.11.3) ®Õn (2.11.6) ®îc viÕt ë d¹ng ma trËn nh sau: 
 

Hµm xÊp xØ chuyÓn vÞ nót 

  u Pa=  
trong ®ã: 
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P 1 x

a
a

a

=

 
=  

 

 

 
 

H×nh 2.11.3 
 

Vect¬ chuyÓn vÞ nót cña mét phÇn tö: 

            i
e

j

u

u

 
∆ =  

 
 

Ma trËn to¹ ®é cña mét phÇn tö:                                            

              i

j

1 x
C

1 x

 
=  

 
                                                 

Vect¬ chuyÓn vÞ nót cña kÕt cÊu: 

            

1

2

3

4

5

u

u

u

u

u

 
 
 
 ∆ =
 
 
  

                                                                 

Vect¬ chuyÓn vÞ nót vµ ma trËn ®Þnh vÞ cña phÇn tö thø 2: 

            2
e

3

u

u

 
∆ =  

 
 

              2
0 1 0 0 0

L
0 0 1 0 0

 
=  

 
 

Râ rµng lµ  

  2 2L∆ = ∆ . 
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3. Ph¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ph¬ng ph¸p PTHH 
Ph¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ph¬ng ph¸p PTHH lµ ph¬ng tr×nh ®îc thiÕt lËp ®Ó t×m 

gi¸ trÞ gÇn ®óng cña Èn sao cho gi¸ trÞ nµy tiÕp cËn tèt nhÊt víi gi¸ trÞ chÝnh x¸c cña Èn. 
Cã mét sè tiªu chuÈn to¸n häc ®îc thiÕt lËp cho ®iÒu kiÖn ®ã. Víi bµi to¸n kÕt cÊu,  
La-g¬-r¨ng ®∙ chøng minh r»ng: “Khi c¸c ®iÒu kiÖn c©n b»ng vµ c¸c ®iÒu biªn ®îc 
tho¶ m∙n, gi¸ trÞ cña chuyÓn vÞ gÇn ®óng ®îc lùa chän (cßn ®îc gäi lµ chuyÓn vÞ kh¶ 
dÜ) sÏ lµ chuyÓn vÞ thùc (nghiÖm chÝnh x¸c) nÕu tæng c«ng kh¶ dÜ cña ngo¹i lùc vµ néi 
lùc trong toµn kÕt cÊu øng víi chuyÓn vÞ ®ã b»ng 0”. Ph¸t biÓu nµy lµ néi dung cña 
nguyªn lý biÕn ph©n La-g¬-r¨ng. Díi ®©y sÏ tr×nh bµy c¸ch dùa vµo nguyªn lý nµy ®Ó 
thiÕt lËp ph¬ng tr×nh t×m Èn lµ chuyÓn vÞ nót cña kÕt cÊu. 

NÕu gäi Ve lµ thÓ tÝch cña mét phÇn tö, ε lµ vect¬ biÕn d¹ng, σ lµ vect¬ øng suÊt, 

u lµ vect¬ chuyÓn vÞ, p lµ vect¬ lùc thÓ tÝch (ngo¹i lùc) th× tæng c«ng kh¶ dÜ Πe cña phÇn 
tö ®îc tÝnh b»ng c«ng thøc: 

  

e e

T T
e

V V

dV u pdVΠ = ε σ −∫ ∫  (2.11.8) 

trong ®ã: sè h¹ng thø nhÊt ë vÕ tr¸i lµ c«ng kh¶ dÜ néi lùc, sè h¹ng thø hai lµ c«ng kh¶ 
dÜ ngo¹i lùc. 

 

V× biÕn d¹ng ®îc x¸c ®Þnh qua chuyÓn vÞ th«ng qua ph¬ng tr×nh h×nh häc, øng 
suÊt ®îc x¸c ®Þnh qua biÕn d¹ng th«ng qua ph¬ng tr×nh vËt lý nªn tæng c«ng kh¶ dÜ 
cã thÓ ®îc x¸c ®Þnh hoµn toµn theo chuyÓn vÞ. Cô thÓ nh sau: 

Thay (2.11.7) vµo (2.11.1) ®îc biÓu thøc x¸c ®Þnh biÕn d¹ng trong ph¹m vi phÇn 
tö biÓu diÔn qua chuyÓn vÞ nót cña kÕt cÊu: 

  T 1
e ePC L BL−ε = ∂ ∆ = ∆  (2.11.9) 

trong ®ã: T 1B PC−= ∂  ®îc gäi lµ ma trËn biÕn d¹ng. 
 

Thay (2.11.10) vµo (2.11.2) ®îc biÓu thøc x¸c ®Þnh øng suÊt trong ph¹m vi phÇn 
tö biÓu diÔn qua chuyÓn vÞ nót cña kÕt cÊu: 

  eDBLσ = ∆  (2.11.10) 

Thay (2.11.7), (2.11.9) vµ (2.11.10) vµo (2.11.8) ®îc biÓu thøc tÝnh c«ng biÕn 
d¹ng kh¶ dÜ cña phÇn tö biÓu diÔn qua chuyÓn vÞ: 

  T T T T
e e e e eL K L L FΠ = ∆ ∆ + ∆  (2.11.11) 

trong ®ã: 

  e

e

T
e

V

1T T
e

V

K B DBdV

F C P pdV−

=

=

∫

∫
 (2.11.12) 
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Ke ®îc gäi lµ ma trËn cøng phÇn tö, Fe ®îc gäi lµ vect¬ t¶i träng nót cña phÇn 
tö. PhÇn tö cã bao nhiªu chuyÓn vÞ nót th× ma trËn Ke cã bÊy nhiªu hµng, bÊy nhiªu  
cét vµ vect¬ Fe cã bÊy nhiªu thµnh phÇn. V× D lµ ma trËn ®èi xøng nªn Ke lµ ma trËn 
®èi xøng.  

VÝ dô, víi phÇn tö thanh chÞu lùc däc (h×nh 2.11.3), mçi phÇn tö cã 2 thµnh phÇn 
chuyÓn vÞ nót, däc theo thanh cã t¶i träng ph©n bè ®Òu cêng ®é q th× ma trËn cøng, 
vect¬ chuyÓn vÞ nót vµ vect¬ t¶i phÇn tö cã d¹ng: 

   

    

trong ®ã: 

EF - ®é cøng cña thanh chÞu lùc däc; 

 - chiÒu dµi cña phÇn tö; 

u - chuyÓn vÞ däc theo trôc thanh t¹i ®Çu mót phÇn tö. 
 

Cßn víi phÇn tö thanh dïng ®Ó tÝnh hÖ khung ph¼ng tr×nh bµy ë môc 2.11.3, mçi 
phÇn tö cã 6 thµnh phÇn chuyÓn vÞ nót, däc theo thanh cã t¶i träng ph©n bè ®Òu däc trôc 
thanh lµ q vµ vu«ng gãc víi trôc thanh lµ p th× ma trËn cøng, vect¬ chuyÓn vÞ nót vµ vec 
t¬ t¶i phÇn tö cã d¹ng: 
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trong ®ã: 

EF - ®é cøng cña thanh chÞu lùc däc; 

EJ - ®é cøng cña thanh chÞu uèn; 

 - chiÒu dµi cña phÇn tö; 

u - chuyÓn vÞ däc theo trôc thanh; 

v - chuyÓn vÞ vu«ng gãc víi trôc thanh; 

ϕ - gãc xoay cña mÆt c¾t ngang ë ®Çu mót phÇn tö. 
 

NÕu kÕt cÊu ®îc chia thµnh ne phÇn tö, tæng c«ng biÕn d¹ng kh¶ dÜ cña kÕt cÊu sÏ 

b»ng tæng c«ng biÕn d¹ng cña c¸c phÇn tö ®ã. §Æt ∆T lµm thõa sè chung ta ®îc: 

    

hoÆc  

   (2.11.13) 

trong ®ã: 

   (2.11.14) 

®îc gäi lµ ma trËn ®é cøng cña kÕt cÊu, cßn: 

   (2.11.15) 

®îc gäi lµ vect¬ t¶i träng nót cña kÕt cÊu. 
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VÒ thùc chÊt, (2.11.14) vµ (2.11.15) lµ biÓu diÔn to¸n häc cña viÖc s¾p xÕp ma 
trËn cøng phÇn tö vµo ma trËn cøng cña kÕt cÊu vµ vect¬ t¶i phÇn tö vµo vect¬ t¶i kÕt 
cÊu t¬ng øng víi c¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ nót phÇn tö trong vect¬ chuyÓn vÞ nót cña 
kÕt cÊu. Trong qu¸ tr×nh s¾p xÕp, c¸c phÇn tö cña ma trËn cøng phÇn tö hoÆc vect¬ t¶i 
phÇn tö t¬ng øng víi cïng mét chuyÓn vÞ nót trong m¹ng líi phÇn tö (cã cïng vÞ trÝ 
hµng vµ cét trong ma trËn cøng kÕt cÊu hoÆc cïng vÞ trÝ hµng trong vect¬ t¶i kÕt cÊu) 
®îc céng l¹i. 

VÝ dô, víi thanh chÞu lùc däc nh h×nh 2.11.3 sau khi s¾p xÕp c¸c ma trËn cøng 
phÇn tö vµ vect¬ t¶i phÇn tö vµo ma trËn cøng vµ vect¬ t¶i cña kÕt cÊu b»ng c¸ch trªn 
hoÆc sö dông c¸c c«ng thøc (2.11.14) vµ (2.11.15) ®îc kÕt qu¶: 

    

Theo nguyªn lý La-g¬-r¨ng ∆ sÏ lµ chuyÓn vÞ thùc cña kÕt cÊu nÕu c«ng kh¶ dÜ 
øng víi nã b»ng 0. V×  nªn tõ (2.11.13) rót ra: 

  K∆ = F (2.11.16) 

Ph¬ng tr×nh (2.11.16) lµ ph¬ng tr×nh ®Ó x¸c ®Þnh Èn lµ chuyÓn vÞ ∆ t¹i c¸c nót  
vµ ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ph¬ng ph¸p PTHH. VÒ thùc chÊt ®©y lµ 
ph¬ng tr×nh c©n b»ng lùc t¹i c¸c nót ®îc biÓu diÔn qua chuyÓn vÞ nót, trong ®ã tÝch 
K∆ biÓu diÔn vect¬ néi lùc nót, cßn F biÓu diÔn vect¬ t¶i träng nót. KÕt cÊu cã bao 
nhiªu chuyÓn vÞ nót th× ma trËn K cã bÊy nhiªu hµng, bÊy nhiªu cét vµ vect¬ F cã bÊy 
nhiªu thµnh phÇn. V× Ke lµ ma trËn ®èi xøng nªn K lµ ma trËn ®èi xøng. MÆt kh¸c K 
thêng cã d¹ng b¨ng ®êng chÐo chÝnh, bÒ réng b¨ng phô thuéc vµo d¹ng cña kÕt cÊu 
vµ vµo c¸ch ®¸nh sè m∙ chuyÓn vÞ nót cña kÕt cÊu. Víi kÕt cÊu cã d¹ng dµi vµ hÑp 
(h×nh 2.11.2) nÕu ®¸nh sè m∙ nót theo chiÒu hÑp th× bÒ réng b¨ng sÏ nhá h¬n ®¸nh sè 
theo chiÒu dµi vµ do vËy gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh (2.11.16) sÏ tèn Ýt thêi gian h¬n. 

Chó ý lµ trong vect¬ chuyÓn vÞ nót ∆ cã chøa c¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ nót bÞ 
rµng buéc ë vÞ trÝ c¸c nót cã liªn kÕt trªn biªn, tríc khi gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh (2.11.16) 
ph¶i thay thÕ c¸c gi¸ trÞ chuyÓn vÞ nµy vµo hÖ ph¬ng tr×nh, nÕu kh«ng ®Þnh thøc cña 
ma trËn K sÏ b»ng 0 vµ hÖ ph¬ng tr×nh trªn trë thµnh v« ®Þnh. VÒ mÆt vËt lý, viÖc thay 
gi¸ trÞ cña c¸c chuyÓn vÞ t¹i vÞ trÝ c¸c liªn kÕt vµo ph¬ng tr×nh cã nghÜa lµ ®a c¸c liªn 
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kÕt ®Ó rµng buéc chuyÓn vÞ cña kÕt cÊu, nÕu kh«ng chuyÓn vÞ cña kÕt cÊu sÏ lµ v« ®Þnh. 
VÒ mÆt to¸n häc, viÖc thay thÕ chuyÓn vÞ b»ng 0 t¹i vÞ trÝ c¸c liªn kÕt lµ sù lo¹i bá c¸c 
hµng c¸c cét cña hÖ ph¬ng tr×nh (2.11.6) t¬ng øng víi chuyÓn vÞ nµy. VÝ dô víi thanh 
chÞu kÐo (h×nh 2.11.3), v× chuyÓn vÞ t¹i nót 1 (ngµm) b»ng 0 nªn ph¶i xo¸ hµng 1, cét 1 
cña hÖ ph¬ng tr×nh (2.11.6) viÕt cho kÕt cÊu nµy. KÕt qu¶ ®îc hÖ ph¬ng tr×nh: 

   

Sau khi x¸c ®Þnh ®îc chuyÓn vÞ nót tÝnh øng suÊt trong ph¹m vi phÇn tö b»ng 
c«ng thøc (2.11.10). 

 

4. C¸c bíc tÝnh to¸n 
Cã thÓ hÖ thèng c¸c bíc tÝnh kÕt cÊu b»ng ph¬ng ph¸p PTHH l¹i nh  sau: 

+  Chia kÕt cÊu thµnh c¸c phÇn tö. §¸nh sè m∙ phÇn tö vµ m∙ nót.  

+  ThiÕt lËp ma trËn cøng phÇn tö, vect¬ t¶i phÇn tö theo (2.11.12), ma trËn cøng kÕt 
cÊu theo (2.11.14), vect¬ t¶i kÕt cÊu theo (2.11.15).  

+  Thay thÕ c¸c gi¸ trÞ cña c¸c chuyÓn vÞ t¹i vÞ trÝ c¸c nót cã liªn kÕt vµo hÖ ph¬ng 
tr×nh (2.11.16), sau ®ã gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh nµy ®Ó x¸c ®Þnh c¸c thµnh phÇn cña 
vect¬ chuyÓn vÞ nót  ∆. 

+  X¸c ®Þnh øng suÊt b»ng (2.11.10). 

CÇn nãi thªm lµ sau khi x¸c ®Þnh ®îc c¸c gi¸ trÞ chuyÓn vÞ vµ øng suÊt thêng 
biÓu diÔn c¸c gi¸ trÞ nµy ë d¹ng ®å ho¹ ®Ó tiÖn xem vµ ®¸nh gi¸ kÕt qu¶. 

 

5. X©y dùng phÇn mÒm 
C¸c bíc tÝnh trong ph¬ng ph¸p PTHH ®Òu ®îc lËp tr×nh ®Ó thùc hiÖn trªn m¸y 

tÝnh. HiÖn nay cã nhiÒu phÇn mÒm tÝnh to¸n kÕt cÊu b»ng ph¬ng ph¸p PTHH ®îc b¸n 
trªn thÞ trêng nh SAP, ANSYS, WSKC... Song cã thÓ thÊy hÇu hÕt c¸c phÇn mÒm ®Òu 
®îc cÊu tróc tõ c¸c khèi chøc n¨ng sau: 

a. Khèi nhËp d÷ liÖu 
Chøa c¸c lÖnh nhËp s¬ ®å h×nh häc, kÝch thíc, vËt liÖu vµ liªn kÕt cña kÕt cÊu. 

Ph¬ng thøc thêng dïng lµ nhËp ë d¹ng ®å häa, ngêi tÝnh vÏ s¬ ®å kÕt cÊu, t¶i träng 
vµ liªn kÕt trªn mµn h×nh nh vÏ trªn giÊy th«ng qua menu hoÆc nót lÖnh. TrÞ cña t¶i 
träng, cña c¸c h»ng sè vËt liÖu nh m« ®un ®µn håi E, hÖ sè nÒn... ®îc nhËp th«ng qua 
c¸c biÓu b¶ng (form) thiÕt kÕ s½n (h×nh 2.11.4). 
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b. Khèi xö lý d÷ liÖu 
Chøa c¸c lÖnh tù ®éng ph©n chia kÕt cÊu thµnh c¸c phÇn tö, tù ®éng ®¸nh sè m∙ 

nót, m∙ phÇn tö, thiÕt lËp ma trËn cøng phÇn tö, vect¬ t¶i phÇn tö, ma trËn cøng kÕt cÊu, 
vect¬ t¶i kÕt cÊu, thay trÞ c¸c chuyÓn vÞ t¹i vÞ trÝ c¸c nót cã liªn kÕt vµo hÖ ph¬ng tr×nh 
(2.11.16). 

c. Khèi gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh 
Chøa c¸c lÖnh gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh ®¹i sè tuyÕn tÝnh (2.11.16) ®Ó t×m chuyÓn vÞ 

t¹i c¸c nót, sau ®ã tÝnh øng suÊt hoÆc néi lùc t¹i c¸c nót tõ c¸c chuyÓn vÞ ®ã. Th«ng 
thêng, ®Ó gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh (2.11.16) c¸c phÇn mÒm tÝnh kÕt cÊu b»ng ph¬ng ph¸p 
PTHH sö dông ph¬ng ph¸p Gao-x¬ (Gauss) hoÆc ph¬ng ph¸p S«-le-x¬-ki (Choleski). 
V× dung lîng bé nhí trong cña m¸y tÝnh (RAM) cã h¹n nªn ®Ó gi¶i c¸c hÖ ph¬ng 
tr×nh cã sè Èn lín khi gi¶i cßn chia ma trËn K thµnh nhiÒu khèi, lÇn lît ®a tõng khèi 
vµo bé nhí trong ®Ó gi¶i cßn c¸c khèi kh¸c chøa ë bé nhí ngoµi (®Üa tõ), kÕt qu¶ gi¶i 
tõng khèi còng ®îc ®a ra ®Üa tõ. 

d. Khèi biÓu diÔn kÕt qu¶ 
Chøa c¸c lÖnh hiÖn thÞ kÕt qu¶ tÝnh to¸n ë d¹ng ®å ho¹, vÝ dô vÏ l¹i s¬ ®å kÕt cÊu 

vµ t¶i träng (h×nh 2.11.5), dïng kÕt qu¶ tÝnh chuyÓn vÞ ®Ó vÏ s¬ ®å kÕt cÊu sau khi biÕn 
d¹ng (h×nh 2.11.6), dïng kÕt qu¶ tÝnh néi lùc ®Ó vÏ biÓu ®å néi lùc (h×nh 2.11.7). Víi 
kÕt cÊu tÊm, vá, khèi hoÆc kÕt cÊu ®îc ®a vÒ gi¶i ë d¹ng bµi to¸n ph¼ng c¸c phÇn 
mÒm thêng biÓu diÔn c¸c vïng gi¸ trÞ cña néi lùc hoÆc øng suÊt qua c¸c gi¶i mµu. Mçi 
gi¶i mµu øng víi mét miÒn gi¸ trÞ cña néi lùc hoÆc øng suÊt (h×nh 2.11.8). 

                     

 
 

H×nh 2.11.4: Cöa sæ dïng ®Ó thao t¸c vÏ kÕt cÊu vµ nhËp c¸c h»ng sè vËt liÖu 
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H×nh 2.11.5: S¬ ®å kÕt cÊu vµ t¶i träng 
 

 
 

H×nh 2.11.6: S¬ ®å kÕt cÊu sau biÕn d¹ng 
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H×nh 2.11.7: BiÓu ®å m« men 
 

 
 

H×nh 2.11.8: C¸c gi¶i mµu biÓu thÞ c¸c vïng gi¸ trÞ øng suÊt max cña ®Ëp 
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2.11.3. D¹ng phÇn tö vµ hµm xÊp xØ chuyÓn vÞ øng víi mét sè d¹ng kÕt cÊu 
 

Trong b¶ng 2.11.1 tr×nh bµy mét sè d¹ng phÇn tö thêng dïng trong tÝnh to¸n kÕt 
cÊu hÖ thanh, bµi to¸n ph¼ng, tÊm, vá, d¹ng khèi vµ hµm xÊp xØ t¬ng øng.  

 

B¶ng 2.11.1: D¹ng phÇn tö vµ hµm xÊp xØ øng víi mét sè d¹ng kÕt cÊu 
 

Trêng hîp 
D¹ng phÇn tö  

vµ hÖ to¹ ®é côc bé Hµm xÊp xØ chuyÓn vÞ 

HÖ thanh ph¼ng  
2 nót ë 2 ®Çu ®o¹n 

   

   

 Vect¬ chuyÓn vÞ: 

   

 Ma trËn P: 

   

 Vect¬ hÖ sè a: 

   

  ChuyÓn vÞ ë 1 nót: u theo ph¬ng trôc x; v theo 

ph¬ng trôc y; gãc xoay θ quanh trôc z. 

 CÊp ma trËn cøng phÇn tö Ke: 6 

Thanh chÞu xo¾n  
2 nót ë 2 ®Çu ®o¹n 

   

 Ma trËn P: 

   

 Vect¬ hÖ sè a: 

   

 ChuyÓn vÞ ë 1 nót: gãc xo¾n quanh trôc x 

 CÊp ma trËn cøng  phÇn tö Ke: 4 
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Trêng hîp 
D¹ng phÇn tö  

vµ hÖ to¹ ®é côc bé Hµm xÊp xØ chuyÓn vÞ 

Bµi to¸n ph¼ng 

 
3 nót ë 3 ®Ønh 

   

   

 Vect¬ chuyÓn vÞ: 

   

 Ma trËn P: 

   

 Vect¬ hÖ sè a: 

   

 ChuyÓn vÞ ë 1 nót: u theo ph¬ng trôc x: v theo  
   ph¬ng trôc y. 

 CÊp ma trËn cøng  phÇn tö Ke: 6 

Bµi to¸n ph¼ng 

 
4 nót ë 4 ®Ønh 

   

   
 Vect¬ chuyÓn vÞ: 

   

 Ma trËn P: 

   

 Vect¬ hÖ sè a: 

   

 ChuyÓn vÞ ë 1 nót: u theo ph¬ng trôc x: v theo  
   ph¬ng trôc y 

 CÊp ma trËn cøng  phÇn tö Ke: 8 
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Trêng hîp 
D¹ng phÇn tö  

vµ hÖ to¹ ®é côc bé Hµm xÊp xØ chuyÓn vÞ 

TÊm chÞu uèn 
 

4 nót ë 4 ®Ønh 

   

 Ma trËn P: 

 

 Vect¬ hÖ sè a: 

   

 ChuyÓn vÞ ë 1 nót: ®é vâng w, gãc xoay θx quanh  

   trôc x; gãc xoay θy quanh trôc y. 

 CÊp ma trËn cøng  phÇn tö Ke: 12 

Vá 
 
  

4 nót ë 4 ®Ønh 

   

   

   

 Vect¬ chuyÓn vÞ: 

   

 Ma trËn P: 

 

 Vect¬ hÖ sè a: 

   

 ChuyÓn vÞ ë 1 nót: ®é vâng w; gãc xoay θx quanh  

   trôc x; gãc xoay θy quanh trôc y. 

 CÊp ma trËn cøng  phÇn tö Ke: 20 
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Trêng hîp 
D¹ng phÇn tö  

vµ hÖ to¹ ®é côc bé Hµm xÊp xØ chuyÓn vÞ 

Khèi 

 
4 nót ë 4 ®Ønh 

   

   

   

 Vect¬ chuyÓn vÞ: 

   

 Ma trËn P: 

 

 Vect¬ hÖ sè a: 

   

 ChuyÓn vÞ ë 1 nót: u theo ph¬ng trôc x; v theo  
   ph¬ng trôc y; w theo ph¬ng trôc z. 

 CÊp ma trËn cøng  phÇn tö Ke: 12 

 

Chó ý lµ øng víi mçi phÇn tö tuú theo bËc cña ®a thøc nguyªn ®îc chän sÏ ph¶i 
cã sè chuyÓn vÞ nót t¬ng øng ®ñ ®Ó biÓu diÔn c¸c hÖ sè cña ®a thøc qua c¸c chuyÓn vÞ 
®ã. Cô thÓ lµ ®a thøc nguyªn cã bao nhiªu sè h¹ng th× ph¶i cã bÊy nhiªu thµnh phÇn 
chuyÓn vÞ nót phÇn tö. Th«ng thêng, c¸c chuyÓn vÞ nót phÇn tö ®îc xÕp thµnh tõng 
nhãm theo mçi nót vµ ph¶i gi÷ thø tù ®ã nh nhau ë c¸c nót. Víi phÇn tö thanh, thø tù 
c¸c nót thêng lÊy tõ tr¸i sang ph¶i, víi c¸c phÇn tö ph¼ng (tam gi¸c, tø gi¸c) thêng 
lÊy theo chiÒu ngîc chiÒu kim ®ång hå, víi phÇn tö khèi thêng lÊy c¸c nót tõ ®Ønh 
xuèng ®¸y. V× trong b¶ng kh«ng ®ñ chç ®Ó viÕt tÊt c¶ c¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ nót cña 
phÇn tö nªn chØ viÕt nhãm chuyÓn vÞ nót ë mét nót theo thø tù s¾p xÕp c¸c chuyÓn vÞ nót 
ë nót ®ã. Nhãm chuyÓn vÞ vµ s¾p xÕp nµy cã d¹ng nh nhau ë tÊt c¶ c¸c nót cña phÇn tö. 

ë ®©y kh«ng ®a vµo d¹ng cô thÓ cña ma trËn cøng phÇn tö. §éc gi¶ cÇn cã thÓ xem 
trong tµi liÖu tham kh¶o tr×nh bµy ë cuèi ch¬ng.  

Còng nãi thªm lµ, ngµy nay mét sè phÇn mÒm dïng trong To¸n häc, vÝ dô  
MATLAB, cho phÐp lÊy ®¹o hµm vµ tÝch ph©n mét hµm vµ tr¶ kÕt qu¶ ë d¹ng hµm.  
Do vËy, nÕu biÕt d¹ng cña ®a thøc xÊp xØ th× dïng c¸c phÇn mÒm ®ã cã thÓ  rót ra  
biÓu thøc tÝnh c¸c phÇn tö cña ma trËn cøng phÇn tö sau khi thay ®a thøc xÊp xØ vµo 

c«ng thøc (2.11.12) tÝnh Ke. 
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Ghi chó: 

a.  Ngoµi c¸c phÇn tö cã d¹ng h×nh häc ®¬n gi¶n liÖt kª ë trªn trong nhiÒu phÇn mÒm 
cßn sö dông c¸c phÇn tö ®¼ng th«ng sè, ®ã lµ c¸c phÇn tö thanh d¹ng th¼ng hoÆc 
cong (h×nh 2.11.9 a), phÇn tö tam gi¸c hoÆc tø gi¸c cã c¹nh lµ ®o¹n th¼ng hoÆc cong 
(h×nh 2.11.9 b) vµ phÇn tö khèi chãp hoÆc khèi l¨ng trô cã giao tuyÕn cña c¸c mÆt lµ 
®o¹n th¼ng hoÆc cong (h×nh 2.11.9 c).  

Së dÜ gäi lµ phÇn tö ®¼ng th«ng sè lµ v× hµm xÊp xØ d¹ng trôc cña thanh (phÇn  
tö thanh), d¹ng ®êng cña c¸c c¹nh (phÇn tö ph¼ng) vµ d¹ng giao tuyÕn cña c¸c mÆt 
(phÇn tö khèi) biÓu diÔn qua to¹ ®é cña c¸c nót cã cïng d¹ng víi hµm xÊp xØ chuyÓn vÞ 
trong ph¹m vi phÇn tö biÓu diÔn qua chuyÓn vÞ t¹i c¸c nót. VÝ dô, víi phÇn tö ph¼ng 
(h×nh 2.11.9 b) hµm xÊp xØ to¹ ®é x, y cña c¹nh  vµ chuyÓn vÞ u, v trong ph¹m vi phÇn tö 
®îc biÓu diÔn ë d¹ng: 

   

trong ®ã: hi lµ ®a thøc xÊp xØ. 

 

 
H×nh 2.11.9: PhÇn tö ®¼ng th«ng sè 

 

 

u ®iÓm cña d¹ng phÇn tö nµy lµ cã kh¶ n¨ng xÊp xØ rÊt s¸t d¹ng trôc thanh, d¹ng 
cña ®êng biªn hoÆc mÆt biªn cã d¹ng bÊt kú vµ cho kÕt qu¶ tÝnh to¸n víi ®é chÝnh x¸c 
cao mµ chØ ph¶i dïng mét sè Ýt phÇn tö, Ýt h¬n nhiÒu so víi viÖc sö dông d¹ng phÇn tö 
®¬n gi¶n ®Ó ®¹t cïng mét ®é chÝnh x¸c. Song so víi c¸c phÇn tö cã d¹ng h×nh häc ®¬n 
gi¶n th× x©y dùng c«ng thøc tÝnh to¸n ma trËn cøng phÇn tö, vect¬ t¶i phÇn tö... phøc t¹p 
h¬n nhiÒu. 
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b.  Víi kÕt cÊu hÖ thanh, kÕt cÊu vá hoÆc kÕt cÊu khèi, ®Ó thuËn lîi cho viÖc thiÕt lËp ma 
trËn cøng phÇn tö thêng chän mét hÖ to¹ ®é côc bé øng víi tõng phÇn tö nh ë c¸c 
h×nh trong b¶ng 2.11.1. V× hÖ to¹ ®é nµy thêng cã c¸c trôc kh«ng song song víi 
ph¬ng c¸c trôc cña hÖ to¹ ®é toµn thÓ nªn tríc khi ghÐp ma trËn cøng phÇn tö vµo 
ma trËn cøng kÕt cÊu ph¶i sö dông phÐp biÕn ®æi täa ®é ®Ó ®a c¸c ma trËn cøng 
phÇn tö x¸c ®Þnh trong hÖ to¹ ®é côc bé vÒ ma trËn cøng phÇn tö x¸c ®Þnh trong hÖ 
to¹ ®é toµn thÓ b»ng c«ng thøc: 

   

trong ®ã Te lµ ma trËn biÕn ®æi to¹ ®é, c¸c phÇn tö cña nã chøa cosin chØ ph¬ng cña hÖ 

to¹ ®é côc bé trong hÖ to¹ ®é toµn thÓ.  
 

VÝ dô, víi phÇn tö thanh dïng ®Ó tÝnh khung ph¼ng nh vÏ trong b¶ng 2.11.1, nÕu 

c¸c trôc cña hÖ to¹ ®é côc bé hîp víi c¸c trôc cña hÖ to¹ ®é toµn thÓ mét gãc α th× ma 
trËn biÕn ®æi to¹ ®é cã d¹ng: 

   

 

2.11.4. TÝnh kÕt cÊu cïng lµm viÖc víi nÒn 

1. Sö dông m« h×nh nöa kh«ng gian v« h¹n 
Thêng ¸p dông khi tÝnh ®Ëp träng lùc, ®Ëp ®Êt, ®¸, ®êng hÇm... Vïng nÒn cïng 

lµm viÖc víi kÕt cÊu ®îc lÊy víi kÝch thíc ®ñ lín sao cho ë trªn biªn ®øng cña nÒn cã 
thÓ coi chuyÓn vÞ ngang b»ng 0 vµ trªn biªn ngang cña nÒn cã thÓ coi chuyÓn vÞ ®øng 
b»ng 0 (h×nh 2.11.10).  Coi vïng nÒn lµ mét bé phËn cña kÕt cÊu víi ®iÒu kiÖn liªn tôc 
vÒ chuyÓn vÞ ë c¸c ®iÓm nót trªn biªn tiÕp gi¸p gi÷a kÕt cÊu vµ nÒn. Víi c¸ch lµm nµy 
ma trËn cøng cña hÖ kÕt cÊu - nÒn sÏ b»ng tæng cña ma trËn cøng kÕt cÊu vµ ma trËn 
cøng cña nÒn. 

 

2. Sö dông m« h×nh nÒn Uyn-cê-le 
Thêng ¸p dông khi tÝnh kÕt cÊu thanh, tÊm hoÆc vá. §a lß xo vµo c¸c nót trªn 

biªn tiÕp xóc (h×nh 2.11.10) th«ng qua gi¸ trÞ cña hÖ sè nÒn øng víi lo¹i ®Êt hoÆc ®¸ cña 
vïng nÒn cïng chÞu lùc víi kÕt cÊu. Khi tÝnh ma trËn cøng ®é cøng cña lß xo sÏ ®îc 
®a vµo ma trËn cøng cña kÕt cÊu. 
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H×nh 2.11.10: S¬ ®å tÝnh ®Ëp cïng lµm viÖc víi nÒn 
 
 

 
 

H×nh 2.11.11: TÝnh ®Ëp d¹ng kÕt cÊu vá gÊp cïng lµm viÖc víi nÒn 
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2.11.5. TÝnh kÕt cÊu ®µn håi phi tuyÕn  
VÒ mÆt h×nh thøc, víi vËt liÖu ®µn håi phi tuyÕn quan hÖ gi÷a øng suÊt vµ biÕn 

d¹ng cã thÓ biÓu diÔn b»ng biÓu thøc t¬ng tù víi biÓu thøc (2.11.2) nh ë vËt liÖu ®µn 
håi tuyÕn tÝnh. §iÓm kh¸c nhau lµ ë vËt liÖu ®µn håi tuyÕn tÝnh ma trËn D cã c¸c phÇn 
tö lµ h»ng sè cßn ë vËt liÖu ®µn håi phi tuyÕn c¸c phÇn tö cña ma trËn D lµ hµm phô 
thuéc vµo øng suÊt. Do vËy víi bµi to¸n ®µn håi phi tuyÕn kh«ng thÓ tÝnh ®óng ngay 
®îc øng suÊt nh ë bµi to¸n ®µn håi tuyÕn tÝnh mµ ph¶i tÝnh ®óng dÇn b»ng ph¬ng 
ph¸p lÆp, trong ®ã ph¬ng ph¸p thêng dïng lµ ph¬ng ph¸p tuyÕn tÝnh tõng bíc. Néi 
dung cña c¸c bíc gi¶i cã thÓ tãm t¾t nh sau: 

a.  Chia t¶i träng thµnh nhiÒu cÊp. 

b.  ë cÊp ®Çu tiªn coi vËt liÖu lµ ®µn håi tuyÕn tÝnh. Ma trËn ®µn håi D cña vËt liÖu 
®îc x¸c ®Þnh víi gi¸ trÞ ban ®Çu cña c¸c h»ng sè cña vËt liÖu. Dïng ma trËn nµy 

®Ó x¸c ®Þnh ma trËn cøng Ke cña tõng phÇn tö vµ ma trËn cøng K cña kÕt cÊu, gi¶i 
hÖ ph¬ng tr×nh (2.11.16) t×m chuyÓn vÞ vµ tÝnh øng suÊt ë tõng phÇn tö. TiÕp ®ã, 
c¨n cø vµo gi¸ trÞ øng suÊt võa tÝnh x¸c ®Þnh l¹i c¸c trÞ cña h»ng sè ®µn håi theo 

(2.6.75) vµ (2.6.76), ma trËn cøng Ke cña tõng phÇn tö theo (2.11.12) vµ ma trËn 
cøng K cña kÕt cÊu theo (2.11.14), cø lµm nh vËy cho ®Õn khi øng suÊt x¸c ®Þnh 
®îc cã sai sè so víi øng suÊt ë bíc lÆp tríc n»m trong ph¹m vi cho phÐp. 

c.  ChuyÓn sang cÊp t¶i träng sau. ë bíc lÆp ®Çu tiªn lÊy ma trËn ®µn håi cña vËt 
liÖu øng víi bíc lÆp cuèi cïng cña cÊp t¶i träng tríc vµ thùc hiÖn nh ë bíc 2. 
Cø lµm nh vËy cho ®Õn cÊp t¶i träng cuèi cïng. 
 

2.11.6. TÝnh kÕt cÊu ®µn dÎo   
TÝnh kÕt cÊu ®µn dÎo còng cã thÓ thùc hiÖn b»ng ph¬ng ph¸p tuyÕn tÝnh tõng 

bíc t¬ng tù nh tÝnh kÕt cÊu lµm b»ng vËt liÖu ®µn håi phi tuyÕn. §iÓm kh¸c nhau chØ 
lµ trong mçi bíc lÆp, sau khi tÝnh ®îc øng suÊt ë mçi phÇn tö ph¶i dùa vµo ®iÒu kiÖn 
dÎo ®Ó kiÓm tra xem vËt liÖu ë phÇn tö ®ã ®∙ bíc vµo giai ®o¹n ch¶y dÎo hay cha. 
NÕu vËt liÖu ®∙ bíc vµo giai ®o¹n ch¶y dÎo th× thay cho ma trËn ®µn håi ph¶i sö dông 

ma trËn ®µn dÎo ®Ó tÝnh l¹i ma trËn Ke vµ ma trËn K, sau ®ã gi¶i l¹i hÖ ph¬ng tr×nh 
(2.11.16). Cø lµm nh vËy cho ®Õn khi ë bíc lÆp sau kh«ng cã thªm phÇn tö vËt liÖu 
nµo bíc vµo giai ®o¹n ch¶y dÎo th× chuyÓn sang cÊp t¶i träng sau. 

Ngoµi ph¬ng ph¸p tuyÕn tÝnh tõng bíc khi tÝnh kÕt cÊu ®µn dÎo b»ng ph¬ng 
ph¸p PTHH cßn hay sö dông ph¬ng ph¸p øng suÊt ban ®Çu. Néi dung cña c¸c bíc 
gi¶i cã thÓ tãm t¾t nh sau: 

a.  Chia t¶i träng thµnh nhiÒu cÊp.  

b.  ë mçi cÊp t¶i träng vµ trong mçi bíc lÆp lÊy ma trËn K øng víi vËt liÖu ®µn håi 

tuyÕn tÝnh vµ t×m vect¬ øng suÊt σe ë mçi phÇn tö theo (2.11.10) víi D lµ ma trËn 
®µn håi, sau ®ã kiÓm tra ®iÒu kiÖn dÎo ë mçi phÇn tö. NÕu ë mét phÇn tö nµo ®ã 
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vËt liÖu bíc vµo giai ®o¹n ch¶y dÎo th× tÝnh l¹i vect¬ øng suÊt σde ë phÇn tö ®ã 

theo (2.11.10) víi Dd lµ ma trËn ®µn dÎo. Chªnh lÖch øng suÊt: 

  ∆σ = σde – σe  
®îc coi nh t¶i träng ph©n bè trong ph¹m vi phÇn tö, ®îc quy vÒ t¶i träng nót 
vµ céng vµo vect¬ t¶i träng nót ®Ó gi¶i ë bíc lÆp sau. Cø lµm nh vËy cho ®Õn 
khi ë bíc lÆp sau kh«ng cã thªm phÇn tö vËt liÖu nµo bíc vµo giai ®o¹n ch¶y 
dÎo th× chuyÓn sang cÊp t¶i träng sau. 

c.  ChuyÓn sang cÊp t¶i träng sau vµ thùc hiÖn nh ë bíc 2. Cø lµm nh vËy cho ®Õn 
cÊp t¶i träng cuèi cïng. 
 

Kh¸c nhau gi÷a hai ph¬ng ph¸p lµ sau mçi bíc lÆp ph¬ng ph¸p tuyÕn tÝnh 
tõng bíc thay ®æi ma trËn cøng K, gi÷ nguyªn vect¬ t¶i cßn ph¬ng ph¸p øng suÊt ban 
®Çu th× gi÷ nguyªn ma trËn cøng K, thay ®æi vect¬ t¶i. Ph¬ng ph¸p tuyÕn tÝnh tõng 
bíc ®ßi hái m¸y tÝnh cã dung lîng lín h¬n vµ tèc ®é gi¶i chËm h¬n so víi ph¬ng 
ph¸p øng suÊt ban ®Çu. 

 

2.11.7. TÝnh kÕt cÊu chÞu t¶i träng ®éng 

1. Ph¬ng tr×nh c¬ b¶n 
Ph¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ph¬ng ph¸p PTHH tÝnh kÕt cÊu chÞu t¶i träng ®éng 

®îc viÕt ë d¹ng: 

   (2.11.17) 
trong ®ã: 

K - ma trËn cøng cña kÕt cÊu; 

M - ma trËn khèi lîng cña kÕt cÊu. C¸c phÇn tö cña ma trËn lµ khèi lîng vËt liÖu  
   tËp trung t¹i c¸c nót cña m¹ng líi phÇn tö. Víi c«ng tr×nh thuû lîi thêng  
   xuyªn tiÕp xóc víi níc, khi x¸c ®Þnh ma trËn khèi lîng ph¶i tÝnh thªm phÇn  
   khèi lîng níc cïng tham gia dao ®éng víi kÕt cÊu; 

C - ma trËn c¶n ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc: 

   

víi α vµ β lµ hai h»ng sè ®îc x¸c ®Þnh tõ hai hÖ sè c¶n t¬ng øng víi hai tÇn sè 
dao ®éng kh¸c nhau; 

F - vect¬ t¶i träng nót ®îc x¸c ®Þnh tõ t¶i träng ®éng t¸c dông vµo kÕt cÊu. §©y lµ   
 c¸c lùc kÝch thÝch t¸c dông vµo kÕt cÊu trong suèt thêi gian kÕt cÊu dao ®éng; 

∆ - vect¬ chuyÓn vÞ nót; 

 - vect¬ tèc ®é chuyÓn vÞ nót, ; 

 - vect¬ gia tèc chuyÓn vÞ nót, . 
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VÒ thùc chÊt ph¬ng tr×nh (2.11.17) m« t¶ c©n b»ng lùc cña kÕt cÊu chÞu t¶i träng 
®éng. So víi ph¬ng tr×nh (2.11.16) m« t¶ c©n b»ng lùc cña kÕt cÊu chÞu t¶i träng tÜnh 
ph¬ng tr×nh nµy cã thªm hai thµnh phÇn: 

 - biÓu diÔn lùc c¶n. Lùc nµy thêng ®îc gi¶ thiÕt tû lÖ víi vËn tèc dao ®éng. 

 - biÓu diÔn lùc qu¸n tÝnh. 
 

Víi kÕt cÊu chÞu t¶i träng ®éng thêng quan t©m ®Õn hai lêi gi¶i sau: 

-  TÇn sè dao ®éng riªng cña kÕt cÊu. §¹i lîng nµy ®îc sö dông ®Ó ®¸nh gi¸ 
xem díi t¸c dông cña t¶i träng ®éng øng víi mét tÇn sè nµo ®ã cã x¶y ra céng 
hëng dÉn ®Õn ph¸ ho¹i kÕt cÊu hay kh«ng. 

-  ChuyÓn vÞ vµ néi lùc cña kÕt cÊu t¹i thêi ®iÓm bÊt kú díi t¸c dông cña t¶i  
träng ®éng. 

 

2. TÇn sè dao ®éng riªng cña kÕt cÊu 
Víi kÕt cÊu chÞu t¶i träng lµ lùc kÝch thÝch cã chu kú, vÝ dô ®éng ®Êt hoÆc rung 

®éng cña ®éng c¬..., ®Ó xem kÕt cÊu cã bÞ céng hëng hay kh«ng thêng ph¶i x¸c ®Þnh 
tÇn sè dao ®éng riªng cña kÕt cÊu. 

Dao ®éng riªng lµ dao ®éng sinh ra díi t¸c dông cña mét lùc kÝch thÝch tøc thêi 
t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu. Trong m«i trêng kh«ng cã lùc c¶n dao ®éng nµy cã d¹ng lµ dao 
®éng ®iÒu hßa: 

   

trong ®ã: ω lµ tÇn sè dao ®éng riªng.  

Trong trêng hîp kh«ng cã lùc c¶n vµ lùc kÝch thÝch thêng xuyªn (  = F = 0), 
thay biÓu thøc  vµo ph¬ng tr×nh (2.11.17) ®îc: 

   (2.11.18) 

HÖ ph¬ng tr×nh nµy cã nghiÖm khi ®Þnh thøc cña ma trËn: 

   (2.11.19) 

 VÒ mÆt to¸n häc (2.11.19) lµ ph¬ng tr×nh t×m trÞ riªng cña ma trËn. Gi¶i (2.11.9) 
x¸c ®Þnh ®îc n trÞ riªng cña ma trËn còng chÝnh lµ n tÇn sè riªng cña dao ®éng øng víi 
n khèi lîng tËp trung cña m¹ng líi phÇn tö. Mçi tÇn sè øng víi mét d¹ng dao ®éng tù 
do cña kÕt cÊu ®îc gäi lµ d¹ng dao ®éng riªng. C¸c tÇn sè ®îc ký hiÖu tõ nhá ®Õn lín 

lÇn lît lµ ω1, ω2, ω3,... Trong thùc tÕ c«ng tr×nh thêng chØ quan t©m ®Õn nh÷ng tÇn sè 
dao ®éng riªng cã gi¸ trÞ nhá. C¸c tÇn sè nµy ®îc gäi lµ c¸c tÇn sè c¬ b¶n. PhÇn mÒm 
SAP 2000 cho phÐp x¸c ®Þnh tèi ®a 10 tÇn sè dao ®éng riªng c¬ b¶n vµ d¹ng dao ®éng 
riªng øng víi c¸c tÇn sè ®ã. 
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3. TÝnh chuyÓn vÞ vµ øng suÊt g©y ra bëi t¶i träng ®éng 
VÒ nguyªn t¾c, gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n (2.11.17) víi ®iÒu kiÖn biªn vµ ®iÒu 

kiÖn ban ®Çu ®∙ biÕt sÏ x¸c ®Þnh ®îc chuyÓn vÞ vµ øng suÊt t¹i thêi ®iÓm t bÊt kú. HiÖn 
cã nhiÒu ph¬ng ph¸p gi¶i, trong ®ã ph¬ng ph¸p Niu-m¨c (Newmark) ®îc sö dông 
phæ biÕn. Néi dung cña ph¬ng ph¸p nµy cã thÓ tãm t¾t nh sau: 

+  Chia thêi gian tÝnh to¸n lµm n thêi ®o¹n víi ®é dµi mçi thêi ®o¹n lµ ∆t. 

+  Cuèi mçi thêi ®o¹n t + ∆t tÝnh tèc ®é chuyÓn vÞ vµ chuyÓn vÞ b»ng c«ng thøc  
néi suy: 

   (2.11.20) 

trong ®ã: α vµ δ lµ hai th«ng sè ®îc lùa chän ®Ó tho¶ m∙n ®é chÝnh x¸c vµ æn ®Þnh cña 

lêi gi¶i, vÝ dô lÊy . 

+  Tõ (2.11.20) rót ra c«ng thøc tÝnh  vµ  qua , sau ®ã thay vµo 

ph¬ng tr×nh  (2.11.17) viÕt cho thêi ®iÓm t + ∆t: 

   

®îc hÖ ph¬ng tr×nh chØ chøa Èn . 

+  Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh nµy x¸c ®Þnh ®îc chuyÓn vÞ  t¹i thêi ®iÓm t + ∆t. 

+  Thay  vµo (2.6.10) x¸c ®Þnh ®îc øng suÊt t¹i thêi ®iÓm t + ∆t. 

Chó ý lµ gi¸ trÞ cña thêi ®o¹n ∆t lùa chän cã ¶nh hëng ®Õn æn ®Þnh vµ ®é chÝnh 
x¸c cña phÐp gi¶i lÆp. Theo nghiªn cøu, ®Ó ®¶m b¶o æn ®Þnh cña phÐp tÝnh nªn lÊy ∆t 

kho¶ng b»ng  hoÆc tèt nhÊt lµ kho¶ng , trong ®ã Tn lµ chu kú nhá nhÊt, cßn 

Tp lµ chu kú øng víi tÇn sè nhá nhÊt cña dao ®éng. Cßn ®Ó ®¶m b¶o ®é chÝnh x¸c cña 

kÕt qu¶ th× tû sè  ph¶i lÊy nhá h¬n 0,01, trong ®ã T lµ chu kú cña dao ®éng. 

 
2.12. Thùc nghiÖm kÕt cÊu c«ng tr×nh  

 

NhiÖm vô chÝnh cña thùc nghiÖm kÕt cÊu c«ng tr×nh lµ x¸c ®Þnh øng suÊt vµ 
chuyÓn vÞ b»ng c¸c dông cô ®o. Th«ng thêng, ®Ó x¸c ®Þnh øng suÊt trong c«ng tr×nh, 
trong m« h×nh hoÆc trong mÉu thÝ nghiÖm ph¶i ®o biÕn d¹ng, sau ®ã dùa vµo ®Þnh luËt 
Hóc (Hook) ®Ó t×m ra øng suÊt. Díi ®©y giíi thiÖu mét sè ph¬ng ph¸p vµ dông cô ®o 
biÕn d¹ng vµ chuyÓn vÞ thêng sö dông. 
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2.12.1. Nguyªn lý vµ dông cô ®o biÕn d¹ng    
Cã rÊt nhiÒu ph¬ng ph¸p ®o biÕn d¹ng, song díi ®©y chØ tr×nh bµy mét sè 

ph¬ng ph¸p c¬ b¶n vµ th«ng dông nhÊt. 

2.12.1.1. §o biÕn d¹ng dùa trªn nguyªn lý c¬ häc 
Dông cô ®Ó ®o biÕn d¹ng gäi lµ ten-s¬-met, th«ng dông nhÊt lµ ten-s¬-met kiÓu 

®ßn bÈy. CÊu t¹o cña ten-s¬-met nµy nh trªn h×nh 2.12.1 a vµ s¬ ®å nguyªn lý nh trªn 
h×nh 2.12.1 b. 

 

   
a)        b) 

 

H×nh 2.12.1: Ten-s¬-met kiÓu ®ßn bÈy 
 

Trªn khung (1) cña ten-s¬-met cã mét lìi dao cè ®Þnh vµ mét lìi dao ®éng (2) 
h×nh qu¶ tr¸m t× lªn khung (1). Kho¶ng c¸ch gi÷a hai lìi dao nµy gäi lµ chuÈn ®o  
(ba-z¬) cña dông cô. Lìi dao (2) ®îc nèi víi tay ®ßn (3). Ngoµi ra cßn cã kim chØ thÞ 
(4) vµ b¶ng chia ®é (5). §Ó ®o biÕn d¹ng cña mÉu ta dïng bé g¸ l¾p g¾n chÆt 2 lìi dao 
cña ten-s¬-met vµo mÉu t¹i vÞ trÝ ®o. Khi mÉu thÝ nghiÖm bÞ biÕn d¹ng th× kho¶ng c¸ch 
gi÷a 2 lìi dao còng bÞ thay ®æi, lìi dao (2) quay lµm thanh (3) quay theo (®êng nÐt 
®øt trªn h×nh 2.12.1 b) ®Èy kim (4) quay trªn mÆt chia ®é (5). Nhê hÖ thèng ®ßn bÈy, 
biÕn d¹ng dµi (sù thay ®æi ®é dµi cña kho¶ng c¸ch gi÷a 2 lìi dao) ®îc khuÕch ®¹i  
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lªn K lÇn. K gäi lµ hÖ sè khuÕch ®¹i cña ten-s¬-met (th«ng thêng K = 1000). Nh vËy 
hiÖu sè δ ®äc ®îc trªn b¶ng chia ®é tríc vµ sau khi mÉu bÞ biÕn d¹ng cho ta biÕn 

d¹ng dµi ∆ cña ®o¹n  cña mÉu ®∙ ®îc nh©n lªn K lÇn. Do ®ã biÕn d¹ng dµi t¬ng ®èi 

cña mÉu ®îc tÝnh: 

         

¦u ®iÓm cña lo¹i ten-s¬-met nµy lµ ®¬n gi¶n, dÔ sö dông, Ýt chÞu ¶nh hëng cña 
m«i trêng. Tuy nhiªn ®é nhËy cña dông cô nµy thÊp nªn ®é chÝnh x¸c kh«ng cao. 
Qu¸n tÝnh cña dông cô lín nªn kh«ng sö dông ®Ó ®o biÕn d¹ng ®éng. Ngoµi ra ®é chÝnh 
x¸c khi ®o cßn phô thuéc rÊt lín vµo kü thuËt g¸ l¾p dông cô vµo mÉu thÝ nghiÖm, tøc lµ 
phô thuéc vµo tr×nh ®é tay nghÒ cña c¸n bé thÝ nghiÖm. Khi muèn ®o biÕn d¹ng t¹i 
nhiÒu ®iÓm th× ph¶i sö dông nhiÒu ten-s¬-met.  

Mét lo¹i dông cô kh¸c nhng còng dùa trªn nguyªn lÝ nµy lµ §i-mªch (Demec). 
S¬ ®å cña dông cô nµy cho trªn h×nh 2.12.2. VÒ c¬ b¶n cÊu t¹o cña nã còng t¬ng tù 
nh ten-s¬-met ®ßn bÈy, chØ kh¸c lµ bé chØ thÞ ë ®©y lµ mét chuyÓn vÞ kÕ (cÊu t¹o cña 
chuyÓn vÞ kÕ sÏ ®îc tr×nh bµy ë phÇn díi). Khung cña §i-mªch ®îc lµm b»ng mét 
lo¹i kim lo¹i (thêng lµ thÐp in-va) cã ®é d∙n në v× nhiÖt v« cïng nhá ®Ó khö ¶nh hëng 
cña m«i trêng.  

 

 
 

H×nh 2.12.2: Dông cô ®o §i-mªch 
 

Muèn ®o biÕn d¹ng cña mÉu t¹i vÞ trÝ nµo ®ã ta chØ viÖc d¸n 2 chiÕc ”cóc” vµo vÞ 
trÝ cÇn ®o. Hai cóc nµy ®Æt c¸ch nhau mét kho¶ng xÊp xØ chuÈn ®o cña dông cô (kho¶ng 
c¸ch cña c¸c cóc nµy ®îc ®Þnh vÞ b»ng mét dông cô riªng kÌm theo). §Ó ®o biÕn d¹ng 
cña mÉu ta chØ viÖc c¾m 2 lìi dao cña §i-mªch vµo 2 lç cña 2 cóc ®∙ d¸n s½n trªn mÉu 
thÝ nghiÖm tríc vµ sau khi mÉu bÞ biÕn d¹ng. HiÖu sè 2 lÇn ®äc nµy chÝnh lµ biÕn d¹ng 
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tuyÖt ®èi ∆ cña ®o¹n dµi gi÷a 2 cóc ®∙ d¸n s½n trªn mÉu ®∙ ®îc nh©n lªn K lÇn.  

K ®îc gäi lµ hÖ sè khuÕch ®¹i cña §i-mªch. BiÕt ∆,  vµ hÖ sè K cña §i-mªch dÔ 

dµng x¸c ®Þnh ®îc biÕn d¹ng t¬ng ®èi ε cña mÉu. Víi c¸ch ®o nh trªn, chØ cÇn mét 
§i-mªch cã thÓ ®o biÕn d¹ng t¹i nhiÒu vÞ trÝ kh¸c nhau trªn c«ng tr×nh vµ còng cã thÓ ®o 
biÕn d¹ng cña mÉu nhiÒu lÇn ë nhiÒu thêi ®iÓm kh¸c nhau (®o biÕn d¹ng theo thêi gian). 
Ngoµi ra, víi dông cô nµy, kÕt qu¶ ®o kh«ng phô thuéc vµo kü thuËt g¸ l¾p dông cô.  
Do më réng ®îc chuÈn ®o nªn ®é nhËy t¨ng. Tuy nhiªn dông cô nµy còng cã qu¸n tÝnh 
lín nªn chØ ®o ®îc biÕn d¹ng tÜnh. 

 

2.12.1.2. §o biÕn d¹ng b»ng tÊm ®iÖn trë 
§©y lµ ph¬ng ph¸p ®o biÕn d¹ng dµi ®îc dïng phæ biÕn hiÖn nay. Ph¬ng ph¸p 

nµy cã nhiÒu u ®iÓm mµ c¸c ph¬ng ph¸p c¬ häc kh«ng thÓ cã ®îc. §ã lµ: 

 -  Cã ®é chÝnh x¸c cao. 

 -  ChØ cÇn mét m¸y ®o cã thÓ ®o biÕn d¹ng t¹i nhiÒu vÞ trÝ trªn c«ng tr×nh. 

 -  Cã thÓ ®o biÕn d¹ng theo nhiÒu ph¬ng kh¸c nhau t¹i cïng mét ®iÓm vµ do ®ã cã 
thÓ x¸c ®Þnh ®îc gi¸ trÞ, ph¬ng cña øng suÊt chÝnh. 

 -  Cã thÓ ®o biÕn d¹ng g©y ra do t¶i träng tÜnh, t¶i träng dao ®éng còng nh t¶i  
träng xung. 

 -  Cã thÓ ®o biÕn d¹ng ë kho¶ng c¸ch xa vÞ trÝ ®Æt m¸y ®o, ë nh÷ng vÞ trÝ kÝn kh«ng 
thÓ quan s¸t ®îc, vÝ dô ®o biÕn d¹ng ë nh÷ng ®iÓm trong lßng cÊu kiÖn bª t«ng, 
kÕt cÊu ch×m trong níc, ngÇm trong ®Êt... 

 -  Cã thÓ sö dông tÊm ®iÖn trë ®Ó chÕ t¹o thµnh c¸c ®Çu chuyÓn ®æi ®Ó ®o nhiÒu ®¹i 
lîng c¬ häc kh¸c. 

Tuy vËy, ph¬ng ph¸p ®o nµy còng cã nhîc ®iÓm lµ chÞu ¶nh hëng kh¸ nhiÒu 
cña m«i trêng nh nhiÖt ®é, ®é Èm, tõ trêng... nªn cÇn cã biÖn ph¸p kü thuËt xö lý 
thÝch hîp míi thu ®îc kÕt qu¶ tin cËy. 

§Ó sö dông ph¬ng ph¸p ®o nµy cÇn tÊm ®iÖn trë (cßn gäi lµ ®at-tric ®iÖn trë hoÆc 
c¶m biÕn ®iÖn trë...) vµ thiÕt bÞ ®o.  

CÊu t¹o cña tÊm ®iÖn trë gåm vá b»ng giÊy c¸ch ®iÖn hoÆc b»ng po-ly-es-te vµ 

mét d©y ®iÖn trë ®îc d¸n chÆt  gi÷a 2 líp vá (h×nh 2.12.4). ChiÒu dµi  ®îc gäi lµ 

chuÈn ®o. §iÖn trë cña tÊm thêng cã gi¸ trÞ lµ 120, 350, 600 Ω ®Õn 2000 Ω. ChuÈn ®o 
thêng lµ 5, 10, 20, 50 mm... 

Muèn ®o biÕn d¹ng dµi cña mÉu thÝ nghiÖm theo ph¬ng nµo ®ã, ta chØ viÖc dïng 
keo chuyªn dïng d¸n tÊm ®iÖn trë lªn mÉu theo ph¬ng ®ã. Khi mÉu bÞ biÕn d¹ng chiÒu 
dµi d©y ®iÖn trë bÞ thay ®æi, dÉn ®Õn ®iÖn trë cña nã còng bÞ thay ®æi theo. BiÕt ®iÖn trë 
R cña d©y dÉn ®îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc sau: 

   (a) 
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trong ®ã:  

ρ - ®iÖn trë suÊt cña vËt liÖu lµm d©y dÉn; 

 - chiÒu dµi d©y dÉn; 

F - diÖn tÝch mÆt c¾t ngang cña d©y dÉn. 

 

 
 

H×nh 2.12.4: TÊm ®iÖn trë    H×nh 2.12.5: CÇu ®o 
 

Tõ (a) cã : 

  ln R = ln ρ + ln – ln F 

Suy ra biÕn ®æi t¬ng ®èi cña ®iÖn trë:                             

   (b) 

ë vÕ ph¶i, sè h¹ng thø nhÊt lµ thay ®æi cña ®iÖn trë suÊt, sè h¹ng thø hai lµ ®é d∙n 
dµi t¬ng ®èi ε cña d©y ®iÖn trë, sè h¹ng thø ba lµ biÕn d¹ng t¬ng ®èi cña diÖn tÝch d©y.  

V× 

            

trong ®ã: µ lµ hÖ sè Poat-x«ng. 
 

Mµ 

   

Do ®ã, nÕu bá qua sù thay ®æi cña ®iÖn trë suÊt th× tõ (b) ta cã: 

   (c)  

trong ®ã K ®îc gäi lµ hÖ sè nhËy cña tÊm ®iÖn trë. V× víi mét lo¹i d©y ®iÖn trë µ = const 
nªn K = const. 

 

Tõ (c) thÊy thay ®æi t¬ng ®èi cña ®iÖn trë tØ lÖ bËc nhÊt víi biÕn d¹ng t¬ng ®èi 
cña chiÒu dµi d©y dÉn, do ®ã nÕu ®o ®îc tØ sè ∆R/R th× sÏ x¸c ®Þnh ®îc biÕn d¹ng dµi 
t¬ng ®èi ε cña d©y ®iÖn trë, còng chÝnh lµ biÕn d¹ng dµi t¬ng ®èi cña mÉu thÝ nghiÖm.  
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ThiÕt bÞ ®o thay ®æi ®iÖn trë lµ mét cÇu ®o ®iÖn trë, th«ng thêng lµ cÇu ®o  
Uyn-st¬n (h×nh 2.12.5). Khi cÇu c©n b»ng, tøc lµ khi ®iÖn kÕ G chØ sè 0 th× ta cã  

VA = VC hay: 

  I1R1 = I2R3 (*) 

  I1R2 = I2R4 (**) 

Tõ (*) vµ (**) cã:  

      

hay     R1R4 = R2R3 (***) 

NÕu R1 lµ ®at-tric ®o biÕn d¹ng th× khi R1 thay ®æi mét lîng ∆R1. §Ó cÇu c©n 

b»ng ph¶i thay ®æi ®iÖn trë R4 mét lîng ∆R4. BiÕt ∆R4  cã thÓ x¸c ®Þnh ®îc ∆R1 vµ 

do ®ã theo (c) cã thÓ x¸c ®Þnh ®îc ε. 

V× biÕn d¹ng rÊt nhá nªn thay ®æi ®iÖn trë vµ ®iÖn thÕ còng rÊt nhá. §Ó nhËn biÕt 
®îc thay ®æi trong thiÕt bÞ ®o ph¶i cã mét bé khuÕch ®¹i tÝn hiÖu ®iÖn. M¸y ®o tèt lµ 
m¸y cã ®é khuÕch ®¹i lín vµ trong qu¸ tr×nh khuÕch ®¹i kh«ng lµm mÐo tÝn hiÖu. 

NÕu mÉu thÝ nghiÖm kh«ng thuéc tr¹ng th¸i øng suÊt ®¬n mµ thuéc tr¹ng th¸i øng 
suÊt ph¼ng th× muèn ®o ®îc øng suÊt chÝnh ph¶i ®o biÕn d¹ng theo ba ph¬ng, råi dùa 
vµo c«ng thøc cña tr¹ng th¸i biÕn d¹ng ®Ó tÝnh biÕn d¹ng chÝnh. §Ó ®o biÕn d¹ng theo 3 
ph¬ng thêng dïng c¸c ®at-tric chuyªn dông gäi lµ hoa ®iÖn trë (h×nh 2.12.6). 

NÕu ®∙ biÕt ph¬ng chÝnh ta thêng dïng hoa ®iÖn trë vu«ng gãc (h×nh 2.12.6 a). 
C¸c tÊm ®iÖn trë ®îc d¸n vu«ng gãc víi nhau vµ d¸n theo c¸c ph¬ng chÝnh. C¸c biÕn 
d¹ng ®o ®îc nµy chÝnh lµ c¸c biÕn d¹ng chÝnh. Tõ c¸c biÕn d¹ng chÝnh, nhê ®Þnh luËt 

Hóc (Hook) x¸c ®Þnh ®îc c¸c øng suÊt chÝnh σmax, σmin. 

 

 
 

H×nh 2.12.6: Hoa ®iÖn trë 
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NÕu t¹i ®iÓm cÇn ®o cha biÕt c¸c ph¬ng chÝnh th× ph¶i ®o biÕn d¹ng theo 3 
ph¬ng kh¸c nhau. Trong trêng hîp ®ã dïng hoa ®iÖn trë 450 (h×nh 2.12.6 b) hay hoa 

®iÖn trë 600 (h×nh 2.12.6 c). Gi¶ sö ta dïng hoa ®iÖn trë 450. KÝ hiÖu ε0, ε45, ε90 lÇn lît 
lµ c¸c biÕn d¹ng ®o ®îc theo ph¬ng ngang, ph¬ng 450 vµ ph¬ng 900 so víi ph¬ng 
ngang. Theo c«ng thøc cña tr¹ng th¸i biÕn d¹ng ta x¸c ®Þnh ®îc c¸c biÕn d¹ng theo c¸c 

ph¬ng chÝnh εmax, εmin theo c¸c c«ng thøc sau: 

  εmax + εmin = ε0 + ε90             

   

hoÆc:    

Gãc gi÷a ph¬ng εmax vµ ph¬ng  ε0 lµ ϕ ®îc x¸c ®Þnh tõ biÓu thøc: 

     

NÕu d¸n c¸c ®iÖn trë nh  trªn h×nh 2.12.16 c ta cã: 

   

   (2.12.1) 

 

2.12.2. §o chuyÓn vÞ b»ng ph¬ng ph¸p c¬ häc 
 

Dông cô ®Ó ®o chuyÓn vÞ gäi lµ chuyÓn vÞ  kÕ. ChuyÓn vÞ kÕ kiÓu c¬ häc cã s¬ ®å 
nh trªn h×nh 2.12.7. CÊu t¹o cña nã gåm: Trôc (1) trît ®îc trong èng (2). §ång hå 
chØ thÞ (3) gåm mét hÖ thèng b¸nh r¨ng lµm nhiÖm vô truyÒn chuyÓn ®éng th¼ng cña 
trôc (1) thµnh chuyÓn ®éng quay cña c¸c kim trªn mÆt chia ®é. Nhê hÖ thèng b¸nh r¨ng 
nµy mµ chuyÓn dÞch cña trôc (1) ®îc khuÕch ®¹i lªn K lÇn. K gäi lµ hÖ sè khuÕch ®¹i 
cña chuyÓn vÞ kÕ. Muèn ®o chuyÓn vÞ t¹i mét ®iÓm nµo ®ã cña kÕt cÊu ph¶i dïng mét 
bé g¸ ®Ó ®Æt ®Çu cña trôc (1) tiÕp xóc víi ®iÓm ®ã. Bé g¸ ®îc kÑp chÆt vµo vá èng (2) 
vµ ®îc ®Æt trªn mét vÞ trÝ cè ®Þnh (kh«ng bÞ chuyÓn vÞ). Khi ®iÓm ®o cã chuyÓn vÞ th× 
®Çu cña trôc (1) dÞch chuyÓn theo. HiÖu sè ®äc ®îc trªn ®ång hå khi mÉu ®∙ chuyÓn vÞ 
vµ khi cha chuyÓn vÞ cho chuyÓn vÞ cña ®iÓm ®o. C¸c chuyÓn vÞ kÕ kiÓu nµy thêng cã 
®é chÝnh x¸c 0,01 mm (b¸ch ph©n kÕ) hoÆc 0,001 mm (thiªn ph©n kÕ). 
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H×nh 2.12.7: ChuyÓn vÞ kÕ 
 

ChuyÓn vÞ kÕ lo¹i nµy cho kÕt qu¶ kh¸ tin cËy vµ Ýt chÞu ¶nh hëng cña m«i 
trêng ngoµi song cã mét sè nhîc ®iÓm: 

-  §é nhËy kh«ng cao. 

-  Muèn ®o chuyÓn vÞ cÇn ph¶i cã ®iÓm cè ®Þnh ®Ó ®Æt bé g¸ l¾p.    

-  Mçi chuyÓn vÞ kÕ chØ ®o ®îc chuyÓn vÞ t¹i mét ®iÓm. 

-  ChuyÓn vÞ kiÓu c¬ häc thuÇn tuý (kh«ng cã cÇu ®o bªn trong) chØ cã thÓ sö dông 
®Ó ®o chuyÓn vÞ tÜnh. 
 

2.12.3. §o mét sè ®¹i lîng kh¸c 
 

Ngoµi dông cô ®o biÕn d¹ng vµ chuyÓn vÞ, cßn nhiÒu lo¹i dông cô ®o ®Ó ®o c¸c 
®¹i lîng kh¸c nh: §o ¸p lùc (¸p lùc ®Êt, ¸p lùc níc), ®o gia tèc, ®o tÇn sè, ®o biªn 
®é dao ®éng v.v... HÇu hÕt c¸c dông cô ®o nµy ®Òu ®îc chÕ t¹o dùa trªn nguyªn lý c¶m 
øng ®iÖn tõ. 
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